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| Be.me,rkwmxe/m 2w oclieser M’ssdnnﬂ

lch | waie | gelne Ver\ownd% KSnnien u&;e&m\v@nn die diese Mit-
b(.\nm 2 uerwemo\an Eo\%@nden BH&V\ nuda\/Oane/ﬁ |

. Do\ cliese | Mllrbd/\i,!{i"]r A l: ?ar o\es Ge?e.dnjv; entstand

| Uﬂctcsdahdne.n haben . Ida \oHt’. clﬂs\/\o\.\\o (/La,m,vv\, nair aho_

?o\c&u\d@n Fehler zn me\o&%

- ‘?a\sdr\e. m:;»lr\r\e.vv\ov\-lsdne Forneln / Amsdfucke/:or-
] mw\\eru-n%m. WICHTIG: Hieemnit  waene idh ein-
| 'A%J:#Icaz' bzw. klar ersidntlidne Fehler, wiel 2.B. |
:_...4-] dxe @.. A oorsense |
&) A MS%Q.H A ecie laols ||
) Q%) anstatt W(x) sebaere Jieos
BE7 ::éohbr?\r{ U anstat L harwébmor?\)..;"
Sl echs/aungen | _
Wenn hr BEudh  wvidat sidher seid, So oite ‘ch olaru.m,
- 2uerst bei Ewrem  WKomamilitonlnnen  Assistlerenden
""" nadthzudfragen | ob es sids wirklidn wm einen Fehler
handelt. Fals \a, dann ware idn sellostverstand -
lida Lroh, dariber i Keanknis gesetzt 2w werden.
ldr habe leider zu uoenlaa- 2t baw. Komprlenz | um
~Jdedaillierten konzep’r\ene,\\em \-m%e,n am{ den Grand
?u\ %dne,n ' '
LT = i"a-“S Uor‘nano\% /am-\ro‘\e,d,d' ’: :Sfrc;c)n\;o\'\éf Fehler
. we 2B Missgesdnicke I Orthogmphie oder  Oram - |
|| modﬂl/ Near -?odls demand Ze.t -?Mr Sowas Wat...

Falls lr%ewoleLwa& V.om?le,H ?eln\m Sol“-e.. oole,r mc\n’; les-
" bar gt (S0 ware | ;dn auwd~ hier umn Rl,u,kw\e)td«uwxc;f
olomk‘oa.r ' '

- Bitke wenden =


Jacob Shapiro



Do i oei | dieser  Mitsdarift | cadierbare Tinke ver- | ||
| wendet \Hé.be kann es Pass.ex’r %&ﬂ,' uLa.ss an‘zd\n‘e- |

L] rAvies | %lo»Hcs kennen einz.| Passa.ga.. a Q oL@r \_)o_ro.le«rj
| 1] e-_e/\k; it radiert werden.  Diel | mersten Sollten 'beina B~ |
smhﬁeén der | Sd&:—?-[:"r eh%é\édﬂr wncl | T:efm'.rleir'{- ' wordem| S@ih'

QV'\JFWQ()J’/{_ olu.rc,\n en | i:‘.rra."rwm oaLM‘ Mf‘o\n Korr&kl-w d@r

1 ldn w;hme, \ne,\ LrQ log bowo\n\ \oem Olﬂx\ Vor\o@rui-um%m
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| Adalysis| | [ [ NEEEEEEEE | | | 47.9.44

 Oropnisatorisches

. = bestes Quch: | Ksﬁisskefaer“
= Hitscheift empfonlen! (duh)

b

| | Forml | ' ' Spm.dne, ' ' Inhalt

Analysis f
Beispiele fac Menaga :  IN:= 14,23, 1.1
Z = §...44,10/4,.].3
Q = §t4 | peZ,;grelNg
"
C

1

Hmtaa A. reellen Zavlen |
Hen%_e. ol.'knﬁrlckch Zahlen

Y

= NeZcQeRs C

Durdhschnit} |
i:f.:*j“'::"B-_::_:-_:_::f_

L AR §x|x€A wnd xeB)

Vereaniaung

(43

Au B i x l x € A oder x € B = kein exkusives “odec®




Differenzmenge

78}

AN B i={x|xe A uwd x & B3

Aw. Hﬁﬁ‘h&n ! A==Zn2'+m2|n‘,mclN§
T2 § | 26 i} ducch m deilbacg

Lemma : '/:".-‘ st ircational

Bewers :  MAanahme : 72" € @ 'S 3‘:& Z, Ha_l_e N s.d. P'/ff =2
=2t = 29" = pish qerede  p e 22072 ke ]
=> q ist gerade (da ?f/fq‘unolq,e N)
- Pw_q( Kannen $0 ppwahlt werden, dass achstens
ene.  vown hnen %e,md.z,'.‘a’:f -+ Uiole,rsP{-u.c.h!

A

I Dile reecllen Zanlen
——

A. Widrperaxiome

Axiome &ar o'LCe. Gblidren vier Gru,m\fechemau’t@n:

Qe zwer Zahlen xy € IR wird ein Element x4y € IR (die Swmme)
wd en Element xy € IR [o\n.s F’rocluk’:) zuﬁeorotne’r

(K/l) Aald & Hul“'ipl Sind  Komumutahy, d.h.
| beley Elyle x| ] el =isix (W (3 € IR

(K2) Add. & Multipl. sk assoziohv, d-h.
(xry)r 2= x+ (y+z).} (xy)z = x(yz) ¥ xy,2&R

(K3)  Es 3{5‘} 2wei verschiedene newttale Elemente O € IR ( bea. Add.)
wid A € R ( bea. l“(.uH-;Pla) mit  feloenden EI%%SC.‘-’)@-Q‘M



(i) xX¢+0l=x , x-4=x ¥ x€eR
(W) VxeR Hlﬁ'yelR sid.| Xty = 0| =p [yim|=Ix
(t'-)VxelR\iol 3‘2(‘-“2 s, x-2 =4 = | 2:=x"

(K‘*) AM und Hv.l“'lpllkﬂ.-l-\oﬂ Smol al.tSJrnbus-’nV
| x(y+z) = xy+ xz M xy iz €lR

Bem.4: IR wnd @ er%u\tean beide die Korpexaxlome ebenso Z iO /II
"’Z |@+O :FO | OO %O
O+tA: =4 OlA =D
A+A: =0 Al A= 4
Bem. 2' N wndd| Z éfFClle,n die Kerperaxiome ncnd !
Bem.3: Alle weitesen Rednemresy.\n lagsen Sich aus  Aen KA her -

leiten.

| Lerma ki Nxjyl@ RI gyilk:

() Xt O [= 0 | | l
""" (nJ*(xw) U e ) v (=)
(%) =
{m] Falls x %0, y'—%O so it xy# 0]
L wed | (xy) = Ty
(x "= x|
W) [(=x)y = x(-y] = *xy
HENNE ><)( 7)

A

- Bezeidanungy ><—7'==~' x+( ) wnd falls y % o_/_.;.-..:x), _

| Beweis von Lemma A ¢

Gl 0 =[O0 25 Xl [040) &0k xO o
T = X.0+(=x:0) = (x:0+x-0)t (-%-6)
T O Rl (ke # (o) %0 ]

] ( L>“~7)+ ((ox (- 7)  (xey) + ()% (=)

N X+ (y + +((~y) + (-x))

x+ ((yv+(-») £ (-x))

x +| (0% (=x)) S g (-x) =0

nRugn :ﬁ

* Voo exishert grnaA et



X+ (-x) = O (uia Meditation)

() X%0, y%0 ; Beh x:¥x0 ” |
Bew.:  Amalwme  xy=0 => L.x»yly"‘ =l K (y -y 1) = |x
i
Ka ! | ()
O-y“1 =N 2020
- (_;J(M_Spruda!

Rest des Beweises von (i) s wie s (i)

(>y) (y"f.x’A)_ = [X),)(ywtx—«u) = X(y(y“‘x"‘)
ey —— 3(.(('77_4)"‘4)

L) |
Xy)
MK XM xT™ = XxT'= A

U]

W

[w) a) (-X)y = ‘X}’m
Xyt 1(-x) -y Wi Lotk ¥ (-x)
= vy (% + (=x))
K3 | ||
=l [Y10 |
l;__) 0
b) X(-y) = - xy (wie ia a))
L) () ) = xy = (<) () ';} - (X (=)
| = ~ (+ >y)
ltzl) i .
1] @

2] Oro&nunqsax :ome_

Es %\b’i eine l&s\wm%a Ple [R caevw.,nn* Aie M%%&MPOS&NM
feellen Zawlen, rm} Qolo&m\eﬂ Ewﬂcnscha{lmlen

(04) Vx&ﬂ? c\sul‘-cﬁevwome,olu'g\-%bhokw AuLSScug,n
x€eP,. XeE0 xelf ||

(02) I x,ye P = x+y PR
( ) 4 x;eP
'(03) VieR Ane N, s.d n-x €P Pesailimme e yosseres nt

C Bem. : Uan das |Axjom (03)  2u formulieren , massen wir 2unionst
Zeagon, dass IN IR ist. Dies ?olcul-w.«s (KA-4) wnd (04-2).



Sdmabque. x>0 \helsst x € P, x ist positiv

X <0 hesst -xe P, 'x. st neaadv
X<y leisst y=-xe P, x kinee als y

_x_s_)/ 'v\e4554 Y-X €P oder x=y b x klﬂmu/%l&w.h Y

| . L@-W\maz v ’(:)’,2 e R .S\H
R _(1 xey , <2 =33 x <2
L L i) <yl | (w22 (=3 IxieR|[< Y42 ||
| (i) x4y [=% [=iy & = |
| ) X<y, 220 | =p| X&|<|yz
(M) <y |, [2 <0 =b| yz | d x=z
A [ &0 = [x*[= & K[> O [ ]
;;(u..o<x<>/.-> OC;{’::EA |
_[\hn) VX>O BnelN s.A. o'f'—-‘-'-.)'(”

(x) 5(4:7 =b ><<X*V// <[y |

43.9. 44

- Beweis voin Lemma 2
L[ [ [ {o2)
(@) Ix <y | lyl<z 2 y-x €P, 2-y€P ~>yn+2>(~.?
Lt | =2 [2-X|e P =3 [x|<Z
TR ey B e R = [y-X &P
L] | | (nyE)-(x*z) €0 = [xtp [<|y+E
W IETT “_‘L K= laer) €y Get) T
= -7 2N —x

(iv')' x|<ly|,[Z2>0 | = )/-'x >0 =5 O£ [(y1x)r2 = |yz-x2
HEREE | L =] kipl<iviz |
v [ x<y] [2%0 ::)EEfP AN | +2 € P| =3 ~2'>OM

D x(-2)<€ y(-2) 2 -x2 < ~yz => yz< Xz
(V' X >0| =y IX*=lxd- x> 0O '

X <0 =5 xFlel-lxl-tx SO (%3 6)

i - IJ Z (02}
(Vi) D¢ 4| [y-nT™ ad B % %0 = > > (¥ T B Ol =>§-=(iyJ y>0
BEEE PR A oA =t —A

rol BEbenso o DAl > Q) | Wiy l= 271210 = ;’%‘&'(7-"):'0'

=) 04 %% ¢ ik | | cSHED



(viii) x>0 (8-'-'; Y =0 j)> Ane N, s.d. O<_,-=.n””
(:;.; O < Ml<ix _ |
() =2 ()  x ey, mman ((x): 2>0 L!—-“:} g>0
ENR ALY AE /:_tz(y_x) >0 => ),_xw/z & y—% ,_.X%hx >0
=> X< *¥g <y (Beweis von (x)) '

Bewess voum (1x) ¢ ¥YneN : n >0 i
n=4 | +% | A=[A-A > O] | A% O
nz4 —  Asnahme: N >0, ne N
b;.-'% NtA > A 1> 0 Q>n+/‘l >0

A

Vb\l&%&nolfcse lnolulktion

1Y

Wir wollen  zeaapn, dass eine Aussaae "A(n) (2.8, n > O) loskhr

18, '
- \walwkﬂonsvéﬂtm\f@r%n%= A(A) 8t Walnr

= lnolmkhonssdnnﬂ Vne N & cAr(n =5 (A (wt4) | [ [ [ ||

Wewnn dies %zer&wL st WSS wic, dass ch(n) {ar deole,r natarliche
Zanl n € N walae st

Ewnd\iche Sumw\o.n unod Proclukie

Sed i€ INL | Sewen| (X, I, .1, 1x, €[TR
D&F;h;é,('e,'- i |
: 4XK 1= ML MM, e Kl

J\ S RPN SN

k=4
i BSPAJ A € IRIOL#/‘ 7 )(k =-a‘k= A-Ar.l.TA /‘ W’nuem-h'oni Olo.r-'/i
_'i- K _ ArarT | k+ mal
G e Al ¥ A= | | .
k=0 e i Y I I ,
> (S= Atared ¥ .12 q_n/ a8z araf+aS +-. 1™
- - || 4
S-as = A-a™ = s(A-a) => $ = A-ab
1=-a
L) |
BSP'Z) Ny = * K L Mk=/1-2-3-;...-n $= f\l_,'_l(onuehrjn'on-' Ol.—"/l
J )

A— Av;oro’mmﬁe,n ven n versth. Elementen



= ||
n | ny 11 | ] !
(u)*-m 4 Q.é.k En : Anzahnl der k- e,‘ememhoom .lc«lme,no&m

L | L] von 34, ... n} |
> ZZ(Q) - 2" Anzabl aler Telimengen von {4, ol

_SATZ A | (Binomialformel) | |
VneMN VxyeR it ¢ | (x4 2l .-_;Z,(Q).x*.y“f“ TR

Beweis @ (n ) (nJ

.K_J‘E*

*'(n;‘{) (%) VYwelN nd k=4, n

von (% %) (n )+(_n)_ Ll 1] el nl (k 4 Q)
= =1 - *nta-
_ - \k-4 k (k=4)! (w4 - k}l k! (w-k)t k! (M)l-k)‘. !

(wra)l | h‘.\"“)
crzaribe SEi

I

Von (%) : :ouusi_i;a: EEEES
RRCARRD e ot guel . d ekl e dindh acs

| n:a-./l jAmo@h»Qc (*)ﬁ ailtk far noe IN

I O A o (i) (,><+7)" _ i_(z)xkyh-g (x'*y): |

E)uunk Z()unmk_
= > (:.4-) Ky s Z (::)xky""“”

.

(x+y)

_"_
e
),\’J:
™

K=4 R
V%) 4 (nd4y | 1 ned-k neA Lol
.=.Z.(u:.))<.. ¥ X! | Ty
L k=4 | |
| M‘ 'f\**‘.) k n-k |
=| Kk [/ X
k=0 ] 7
= ciksm&j:j Reweise Via yollsh. lnd. | L |
: | _ | . PeA A-k
s As2k. 4w = AL e 180= T =>Z[u )Sr
] AL'_‘_Z’Z'* LAn = N nda) Lnva) e k=a ~ia
4 e | _'_—‘“Gz | | | | et e
L2 e = (@)t | 1] Y | H | /l



Lemmo 3 ( Bernonl - Unglerchhungy)

VxelR VnemN 6;1% i X > = A
| | bl % |Q (/l+><)n> A+ nx

n =z 2
Reweas |(voligh. lnd.) |
ne 2 ' _(A[?XJz 2 [A4]2x X7 [> A4 Px
w
_ 2
_ | (-2)
n=2 Annaime (.A+'><)“'>'/'!+ﬁhx _
= | (4+x)™ = (4:x)7 (A+x) > (4€nx)(4+x)

! e | | |
2A4vmx| | >0 | | = A+ (n;-t/l)x + nx*®
o
>0
>l A+ [,vn-/l] bad

%)
| SATZ 2 |
() Vg>A4 VceRAneMN | sd " > ¢
(i) Vg € IR wit 0<q44 Ve>0 FneiN, sd g'< &
B:e,we;s GENECEPEECEP BN w
G = Aex | X>0| |53 qf > Atnx VwnelN,
wanle | A > S5 .n%Z
=3 g >lnx > C
il Pec|(L2) | O < Al £ a1 |
(. Wl in A LE?). || il .
= BHG.H\.I,S.O{. ((4 ) >'£',: => O<Cq_ < £

i

EEEY A SRR w

- Besrags{umkiion |

| Del):| | Ses x € R. Des :B.e}i‘é\.% von x st die Zoda\

x| {x,.{a\\s x20 =
X)FFly
=%, falls x<o




: LEJ’V\MOLL‘I' VX,7 (23 IR taaH

(\) l)(l | |

)| l><l“0<"'>'><=ﬁ'0 EEEEEEEEEEEEEN
) Ixeyl < IxUedy) Dreiécksmﬁle;dm)n?"
(w) l*yl \Kllrl L] sl
| ﬁ B&u@;s_‘ () (u) Qo\c&m so{lcﬁ oS (04)

- (02)

) /[ Fall : | x> O, Yy >0 | =D xey >0 | |
] ] ) =3 |x+y| = x+y = l><l+lyl

T2 Fall] & | <0,y <0 | 55 [ xsiy|4 O
T e e e e

| wh
(=p<) 3 (23]

=[xt # []Iw[\]

3. Falll ' [ |20,y <0 1]

) x2 -y >0 = xty 20
EEE LT T Ixanl[3 xty = [l Iyl <[ Ixl+ 1yl
k) - PX 210 | =P [x4¥14 O

NN [ [ |=b le,vl = 7 [<ty] | -
L><)+(>f) ~1xl+ 1]
NN | | | | £ x4 1yl
GFalll i | x<O, y>0O = wie 3 bl

() A.Falll 1 | X 20, Y 20| [=> xy 20
L B M X A 2O W12
L[ 2l Edlll ¢ [ Ix kO | W[< O] [=p| xy >0

N Y => lxyl-xy-(x)('y) <l - [yl
| 13U Fall | | [s¢ B0, [y [ O] [=B] [yl =] =¥ |

L] -y > O] | | 1=l (=) =[x 5]

= s e |
_'_'(33) =Xy =>><yé0
CalFall i x40, (Y30 b we 3 Rl

7 |



Das \Voll 5+E§no\(ﬁl(€£_1t50\x;om (V)

Seien A8 ¢ R s.otil | (1Y AwuB =R, AnB = &
Ax 2,8 % & L
() ae A, €= aeA
(i) beB. b Zb =>b'e A
=> Ac€R s.A | «a € c VaeA
b>c Yee B

T IA : Q) iR

Bem.! Die Zahl < in (V) ist Unol-e.wha

Rew.: Sen |d' e l?) sid. | al £ c! VaeA
b >c VoeB
Annaawmel: | ci#c | 0.8.4. A | cl< '

Cle-c!
=>| c|4 — !

EENTIEREES
e - >
=> > € A R >

= B> & et V]
Pl Al B Lolderspracn | -
Bem.‘ Eme, Zerlequnagy R=AuvB mit (i), (u (m) nedsst

Deole.lcmok SchviH,

— o — e m— — e —

Bem. : @ era.M (V) nichk
A= fxe @[ x< 2, = fxe@] x> {7
-u?mn@4da{Tz@(s&wS ).
Rem. * Existenz
R Es existiert en Vol\S*undu\u" *-\e,oro{ne,k)" Korp@l"
(v) o (0A-3) (K4-4)

Eindewriakert
Ye 2Zwes vollsiand. e, dgordvete Karper Sl | |.sc>morf>h |

—3 /Jmagaé ssle man roch a&,@wwl

(zwened)
R:=  vollsk. geordn. [L3rper E.HMSP— der reellen Zo_uhlen'g

40



- Delinikion | Eme lu\me-m\e X c fR heisst nacn ob@n logsdarank+

| | Ll wenn:  AyeR VxeX: x5y

L s solones v heisst obere. Sdnranke von X |
L Ewme ZaWy € IR heisst Suptemum von X, Lalls v
: o‘-ne.. k\emslr. obe,re., Schranke von )( AP, & NE

%) |y st obere Sdaranke von X | [ |
&) Ist y'e R ebenfals eine o\o@c& Scwranlke  von

)( S0 %;IH' y' y (y

L~ Dasse.lbe qlt Ao far walere S&rmkm Die gsste
unlese Sdawwanke heisst hgn

SATZ .}

'16919. nach O‘Qe,n anw Nadh unten) beschrankte Te,dmc,nﬁe )(C l?
X% 0, besitzt ain emole,whu,ge.s Supiemum (baw. ein eindentges \n’?
\mu.m)

Bezejdanung = sup X, inf X
Rewers: Ses X < R nath oban esdankt wnd micht \eer

E:n'ol%‘\-\ta\ﬂd‘\-_: Seien v, y" e IR SL&P{MO\, vonn X
=» £ => ‘:
8y nel by £ = AR
_Existenz @ B:=gbeR|WxeX qilb x$b]
|| ' MQM%( der oberen Sovanken von X
{uemaxex sd. x>al = R\ B

~+ R- AUB AnB =0, ANO Ll X* B

Bx & da X nach oben besdarankt
= ae A o gla =>a'elA | 1]
|+ beB, b 2b = b eB

| => FJceRs.d af€clYaecA und c<b VoeR
B&HGMP}LU\B, ce€R| (dann ist ¢l ein Suptemwm  Von X)

A4



A2.

- Amahme: ce A = [xe X s.d. X > c

= xX-Cl >0

=>| AIn€& IN .&..ok.x—c>%>0

=p | K| ox & => [gHAEA, chiHC
] n n

(Diderspruch! => ce B -

SATA 4+

Nede. nach obenm besdhrankie Teilmem%z A Z loesitzt en Acdsstes

O
(dasselbe ailt {ar nadh wnten beschinkles A< Z "kl Elemeat! :
aza,). U.)fdn&—i%'- As &

Beweis

| SowitkA: AS N, AR B =5 A enthall eie kiinsk Zahl |

Bew.: Falls A <N kein kitinsks Element enthall, dann ist Ax &

o 04: llA e gli
B:"A enthalt eine Kinslke Zadal
—A: A=2 "

28 A entilt ke klinsles Element"

A =r 8 | wir 2eaen shhdessen: B =>4

(v R) RN

+ A AVE =AY A (AB) =2(AB) v A
= 8 => nud | (Indireker Bewes) |

Ann. A enthalt Lkein kiunsles Element
Beh. Aafd ... .nl =2 VneN
—» yolst. Ind. 1 IV: wn=4: ALA sonst coire A kl. Element
A : nz2 A= A --,_n-x(} =
=> A=i/1‘,.--/n§ z &
- Andemalls ware N das kintle Elemenat
. Non A |

Wi haben gezeigh - NgZA YnelN = A=g



Sty 2 A Z ASD A nada oben besdwankk
| | =3 A enathall geSsskes Eloment . | | |
. Bew.: Nadh Voramsserzumg : HcelR Vae A: asc
Nach 03 : BneMN,s.d. n>c ]
= n>a Yae A _
| => B:=f{n-a|lacAfc IN,K B85 &
St A => b eRs- A YboeR: b <k

De@-.me«fe, Pl:=N-b, | &€ & blechB
' =>0a, € A
. Es 'GJHF | Falls aa€ A = n-a € B

=> 4o € A st ein gidssles
Element von A

Schritt 3:  Jede nadh wakom besdwr. | nichk-leere T@jtwnenﬁe
A< Z cin Kklinsles Element -
Bew.: B:i= f-o|ae Al A

I o, S e R QO +4 X2

i
—» dceR Yae A a=c =» ~a$~c YaeA
| | L[] | bs-c YbeB
= Bc Z, B=, B nada oben beschrankt
 Sumitt 2 =>Jqb €B VHLeEB gt b < by
L[] = Ae = =, ist en Klunsks Elment von A
wel ae A =>-aelB =2 —aa s b,
= AaAp -b, =a,

a

13



A4

SATZ S

X,y & R, x <y = 3(1\_&4} s, X<LG<Ly

Beweis: Nady Vorramsserzung = y-x > O

(2) Al
=> | dne IN [sid. i K| > =>0
Definiere A:=fm E‘:.Zlm > nX |
D AcZ Ax B nackh 03
A st nads waten besdirankt
=> peor Satz &4 i Am, e A sk Vme A qilt mzm,
=b MOGA/ M°~A Z A |
=5 Mg Pnx Zwg- A
m

=> i/ 7 X 2 Mo~ AL i=> X<7\26K*%<\/
St

Def: Ewne 1eilmenge T <R heissi Inkervall | wenn ot

EARICE Wiy 1

(i) x < &<y = ze1 | (Yxyz =R)

Bsp.) &) & . gal, IR
] b) Vab € IR mita<k : [ab]izixeR|asx cb}
| | Jabl = (a, b) iz {xe R|a<x <bf
[ab)i= {xeR|asx ¢<b§
(ab] i= {xeR|a<x<b]

U

U

<) .V a.,beIR _
l .L%OO)-'.;{KQ@_\XEQE ; (o..‘m:)s Zxélqu<xl
(oo bl {xeR|x €8] ; [mb)=ixeR]|x<bl |

Ul\ou.m%= - Hedes | lnkrvall hat eine dieser Fornen ! (2.2)




Offenc. Inlrualle: &, IR, (ab), (x,0), (ze0,b) | |

| |Abogsal. Intervalle : | @, §al, R, Lab], [ae0),(-00,b]
Besenr . Intesvadie 1 B, §a3, [a/b], (&, b] Eq b) (a, s_-,s

Kompakt. Inlervalle * | @, §al | [a,6]

- Far beshi, Inkvalle : Lom{\e eanes | IhlUva.liS I I_& b-_]

l.LI b-a |

Eine lnbﬂJa\lSchacHé.lm%'fS’r' eine Folae  nichtleeser kompakler |
_ lnleA'Uodle _L [awb N ne A,2,,3 Loy A, S|

n -z

Cs.d.oaiibs

(:) VOEIN :n'CI

| ()Ve»oﬁneleo{LL“[—‘a dal <€ | []|]]

| : SAIZ(o

| DOlih. den Dw‘sdfm st eine eanpml&h%e_. M%ﬁe nI

Beweist T, = [a, ,,], AL,
| BQ}\/’) .V\mnelN Al a, < L,..
m<n &, £ &, sqmn s._sa,,'é bl
'iw_n: _-f_a,;ﬁé;b,,',s.lb 's'sx.'..mj».,: /.

Be}n/l) => Die M&h‘be A= in. lmﬁ IN} (st naun oken )QeSc.hmnH.
| D\e. M&n% B:= {\a l = lNi 1S nach unlen beschiink .

AS



Definiere SUP Am, mein

;hQ_ bn/ nem

g ®
a
M A
LA
& >
(T

Beh.2) a=b

Rew.t | Al &€ b
B b, 5t eine ob. Sthimmke von A ((Bew.A))
Ve N
=> x:=sup AL b, neliN
=> A 5t eane. wat. Shranmke von R

=>a & mfB=bh

2 A< b

= b-a >0 (—‘*‘:l Ane N, s.d. b -a, < €
':é Esc&l%mb%‘ A, €A <b £b,
und | daher: o -a, Z b = €
|| iderspruch |
Exisknz ¢ X:i=a=Dh L
La

¥ne N ailk: A, ca=x=b s, => xe]_‘n

E:notwr;h\mh Sed ¥ € R, sid. yel, Vne N
= a4, £y ¢ b, ¥ne N
=> azsupA £y S iB=b
=> a<s < b, asrh

R

| | $3 Se s
” Bom. ! (V) =2 |3 sup | Inleruall SMH#&II_M‘:}QPPME;P 2 (V)
m% u.ba.



_SAlZ7

- Far deole reelle Zanl X > O und {’ur 5?.01@.- natarhiche Za.\nl ne N

ex (shert %&nw eine feelle  Zahl yP Q sid.t [ [y" = X|

:_Dg L ﬁ'« | Dues.e_ Zahl y 20 wird n-te Warzel von x guaannt wnd

| ! n/z?g_;x/ﬂ‘

Y | bezeichnet

Bewéa.‘s-‘ x>0, néeN

'Emo&.whcaktd  Seen ya >0 s y Ex, 2"sX

“')( 7/!1 = x/,‘:/{ => | O|=|A- (%)n
s (A-~) (A3 %+ () ()™

| . |

( | 2O ] |

L2) - | |

=5 A“'%-"—"—O =D >/j=2

Existenz:  Fall X > A4:
Wir konstruieren : A=a, £a, £ &3 < ...
x=z by > b= b,
Sol. a: LISl | | T = [ le,]
B (T, = (e ea )z T
Y %

S e m|
¥ ol

—[A x]

A+x] _¥ W\s (A-m) > X
.[f'{z‘, x ], fabs (422)" <
Ton = ( Lo 57, falls ("“""""/2 Y 2 x
[""‘*b%., Bk], Sonst

Defimere: T :=[al, or]
" Bew.:  3c>0 Yke N gt |I7]| s ¢ %
AT =g - af = (- (@ ray o r by )
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A8

=) rednle Seite *

Snx'T i
4 . 2(""4-)1\9‘“- Al S
=> Me aanze Gesdhichie: :5 e e L
Nacn SATZ 2 Qilk ¢ Vezo ke N s.4A (;)“45 wnak dlaner :

|I\:l £ C/ZK I lIkl = Z(X-A)/Zk < C/zu <| 8

=2 nach  SATZG Beder der beiden DurschniHe

o @
,‘Qik/ Q‘J‘u isk G‘J\V\Wk%?-

= Yke N :

A €y b = al < y" &b, VkeIN
n n
A € = y"e AT = y"=x
k=4
= i A
Fall 10 {Xx KA 1 --.-}_;»/[ =5

Hiz > 0l s.d. zﬂ-%
=> y = = >0 kund Y= A/é" = X

Cl‘nun%,i Vmne N Vx>0
| 4" m
N Clu i N E TG NCE

™
X"
() (41 2 Yan mrd e
Wit hoben Aefimert ¢ x* Vge R
Vx >0

=5 (X}’)qr o quq. ,: XPQ - (XP)q



 Eine Abbildung von einer Menge (X in eime Menge ¥ ic} eine
| Zuof‘olnun%, Aie jedem X € X ein Element J{(X] e Y Zuordnel.

. \V\Fu&* - Ou.*FUJr Sys}un ]

e R A< =CR A

X ==

 BpA) X =Y= 542,33

£(A) = 2 : A
£2) =] 3 [ 3.-/;“; 12| |
HOIGEN i

BspB) X=M[R, ¥-[00)
| e EER ENmEEEE

BSPS) X=¥Y=R
| {(x) = = x|
BSP?) X = )’ bel. Hen%& '

£ = x = ldy
: . lole,nl-z+u+ ||

| asps) £ (o°o ] = (o oo) |
RGN = xPm [ neN

e N ETH

| ﬁ E_'-ﬁ Seeem XY Menaen

| Sex| ¢ ><-,-v_y; eine Abbum%/ L[]

| (:) X1 Definitionsbeceich von {2
| Y (3 lolbuudn von

PESEIY. S A

Bsp2) X=Y= 1423}

Bspd ) x RxR = flxy )|;§"§ |

= R
| _{(x,)r)_:." Xty |
P Ear

Bsp6) §: RNk — lR\Eo}
| f(x% N

Bsp8) X kel Hem%t LR clelY

fl<):= |
§ Gine Vst Abbildung

“'(K) = Xz

f0x) = 3x* -FIx +3

£l = aalta, o TH L dax
"o

r A, s Po.lymm
a; e R |

| :(n) Eme. A-bbniol,bmca, MSEA— mde.k-\—av wenn Vxxe)( 3.\*' f(x {-(X

= X"X

43



(%) Ewme Abb; tolum% \r\e\ssic Surow.hv, wenmn {ar jedes y € Y ein
xXe X exisheri, s, {(k) =y

(iv) Ene kbbflol_mr\ot hed sst biyekhiv , wean § sowonl tnyekhv
als  amch gwr}dé-ﬁu ist.

SATZ 8 (Dirichlet'sche Schuofachprinzip)
Stien wmn € IN. X:=¢A . mS  YiziAz, .., n}
Sei f: X2 Y eine injeltie Aboildung = ™ <0

[/lbr.m?r Seien kK, m €IN und ke ill, ---/m}. KonStraieren Sie
7 cine Avbilduny |, die bijeldtiv st

$: 34 e, meA] = YA mEN Tk

Beweis : | Lollst. Ind. Geer n |

elV: =4 Y =343} |
£ =4 Yxe§A ..., m}
mz 2 = f4)= £(2=A4 = £ st nicht njekhv '
Ld:ulars‘arut_—\«\ = m=4

Sea NEN : n22
A Satz ta'il%_ -Far n-A
IS Se {1 i/{;.--/ V"“g —> i/f(..-,'n‘i .‘nie.ki-iv

AFall: §U4) ¥ n Yeie{Ad--pm |
l => £ i/i M'g - EA/ y_\-d-g IhSE.LcHw
' -.—_.-'D m&n- A< n . .

| QRFodl'. Elk(—:izt m Svl: £(k) = n
| Nadn des u\oa 3 byjeltive Abbitdung € 4. m-4 =
A mEN B
Debimiere 4= {A ... m-af = {4, n-A] duwrch
g) * %(\?(«c)#n PRUIGE



|1 =3 ‘3 sk iniiki—iif
1A
L>M’l n=4 =3 m £ n

a

| Def Seien _XJ)’,E :HQJ?\CSG.\'\, wndl {" X->Y wuad 13,'- Y2 Z

- Abbldungen . Die Komposition yon {\md% st e Abh“d.mg
9o f: X = Z die olw'ch 4 IIESE %(f(x)) (ar xe X
Ml;'ml&i'¥ Isl |

m% Seien % ) el )’, ‘?J Y—:-Z A‘bbtlo&mtae,n
(<) €] g injekhv = gof injelehiv
(@) g0of jeldv = £ injekdiv
(k) £y sardeldiv <> 90 L sureldiy
| (.io?)ﬁcd.oﬁ suqjektiv = 4 surjelkhy

I |

LQMW]O\..S Se4 f X") pul mdel,ch\/:. Sel X N | |
Dana cﬁll** ' '

|| ;(u {- SWJG\(“W | > % Ia;'JE,V-*-U &.. ?Q%f " ;ol;
|| _(Bw. Fotcer\r'apﬁ&er....)

g Eme, M&nﬁe X heisst @molhc)\ wenn e en ne N fﬁl\o\- Mdl
eine | bldek.hve Abb. @ §4..al> X

ln oh:esw Fall nennen wir N due Anzahl der Slomente
Von X . Sie wird mit #X:=n bezeicnet |

DBeweis LS| | Da | X & &, exiskert gin Element x, € X | Deliniere

g YK e g0 ) ng; Palls x€X 5. fd=Y
O | fis Phary YxeX
= :ok(z%(s)) X Vxex = gefldy G
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22

(i1): Bei £ loijekhiv. Sei x € X wad yi=£(x)
= 9 (y) = g (£ &) =Ix [ (4]
2): fog = id,
Su ye Y, J{ Suryekhv
= Ax e X s.d y={lk)
= g (y)=x = () =f(x)=y

[3) 7 9 injekkv : Selen v, y' € Y, sd. gly) < o (')
= ?(vauty)) = Q(z}y' )

% y! 2

Korollar

Sei f: XY eine Abl, . Kqu;ua\e»% Sindl I:

() £ sk bijekkv

() Tyt Yo X s gef=id & fog=idy

Bew.: (i) => (i) Lerwma 3

D=2 ) Uby 2)

AREe

Dg-* Die. Abb, i n didsem | Warolllar 1St | diecha % @;ﬂd%*\‘%r

bestimmt wnadl oird umkdwabbr}’ouma/ genannt .
. BE.EE'A‘CL)V\M.B,:. f‘* = % Y- X '

.fOQ"‘ ::: ;ol), , '{'_q:o {- =i IO‘.X
Bspe) (&) X=y, f=ide, =iy
ERERE IR <3 EL NN IS EECPN INCI3S 4NN
(@) X=y=RNToF , £l =x, £109=x"
(v) Xx=¥=$423% | i

flo=2"| {ri(a=13 I i AT
Fi=3 (a4 ] Bl = X" £y

ER)=A P32 (X X)L



(.Eu endlidren P“(ﬂn%ﬁh)

_Seien | Q1 ‘{/‘l B = X | el LlJ.".(/_l,_--_;,_n) 4NN
Cbigekkv => @71o @ f A m i VIS L]

A
| | (L“;l)]. (\:\)Ms) = Ptelp st \ocdd&{av nach CA\J? 2)
. . . | | M-Vlo’k LUV'DMDL 2. | '
(s3) | _ | | L 1]
| =22 ,é n fng&wm (da Q“‘o‘f’ e,bm{lalls bidekln'u)

=> daln&r s+ abe. Anzah| o Elaenle | %X‘ ner
endlichen Menge wohldefinient, |

- Frage ¢ Sei §: XY surjektiv. Exisfiert eine Abb. g: Y->X
bd?a:l%-:.._ |

|| _AU'Sw_ﬁrH_L A.j><1oM '(M)

- Smen T, X zwea Meagen. Far cc T sel X;c X ewme mchileere
i?/\limwcac Dann existiert eine A-Umlou-mg ? I - )( s .ol -fur
dukes L€ I %‘” %(4,) e X;

Bemt Bezeihingn wir X 1= g(é). Dann besagt (AA) :
| VeeT [AxeX [sid. [xe X |

: i B(X‘Ler V,ae:]; alt: X e X,

Bem.:  Das (AA) ist ein Axiom (der Mengenlere)

. || G\Eoke-l /‘533 B (ﬁA)'lESS*\- S‘lc.‘n richt widluleodm

Co\nw A%63: (AA) |xsst sich | nicht Vm,r\e,.!re,n
. /@aﬂ/ Odéoo{v{ f/,

25



Lemma G X,Y: Menogn

{0 X > Y| sorjelkiv. = FAb a2 V=X o4 {og = rgl,

Bem. : % ist {n&e.k-ﬁv

- Korollar: X,V : Mengen |, YV = 2

d surj. Abb - Jiny. Abb
L X=Yy ' oa-.y-,x

RBeweis : =D | Lemma 3
&= lemma 4

Bewers von Lewmmao 6

| Fux.r )/e >’ aLLq,in\efa -E“‘(y) EXQXI-E(K) yg < X (-! X )

¥ HehH_ der Urbilder von 1y "

foay
S ESETE 3 BE £7 B ME dMng: Y- X sd. v,ey
glx) el X, =L £T ()

SATZ 9 X, Y Man%e.n

Selen £ XY, 9 Y—> X mJewnue, Abblld.l-&,n%u\
=> A bijekiive Abb. hi Xy

mmmn e Ae X e J?(m LE0\xe Afcy
| Far Be Y sei Jf( i‘ab’)lYeBgcx

Bweis _

- Wir kongitwieren zwe l&lmeno&n ACX ReX| is.d.

F(A) =] YN B, 5 (B) - XNA | (%) | |

- Dediniere h: X2 Y dwch: | hi(x):= ([ £, falls XE A |
{ yeB, falls xe AS und plr)=x

24



fjh() i?b)%ﬂlsyeB ]
1] O % €A %ouﬂs)’ffﬁmd.%("?,_:.

n ?Kth’ttu.fk’_r\on; Von A,B-.
""'Xff'—_l__':}/'

e e e

LT[ IA= & i | Bof® Y

LT dal LT T T ]
LAY = XNgB) --y\{(m NN
A% SX\T«};(B,.): H .rsz:'=j r\%j(AQ. ||

= | A F AL € X | Be= (B, <[ Y
. [ esal | f | | 11 | | k=4 |

~|Qouna, i A wnd B ecfallen (%) L] ]

| SAIZ/IO X, Y He,nae,n

|| A-nna.‘nm?- Znnﬁ Abbo. % Y—>>< => din). Al { XY

Bt’,w {o\cyl- apabl‘

' gﬁ X)’ Men%&n'
| .A. Das ka:\msu.e Produkt Vo X wnd ¥ st die Hm(, oller Rrare
><»<>f = itx,nlxex ye 7}

2] Sea 'E X= Y eane Abd. D@r@vq‘ah von £ ist oh& H&Wﬂe
Caepn ()= {( yuexwly £

| ukm%:. Bulll £ Xas\x
1 ES oibt gonam dann ene Abb, f: X= Y s.d areph(§)= T,
 wenn [ folg. Red.ecfalli: | (i) VxeX dye ¥ s (xy) e T

| | L W) YxeX Wy, yie Y i (xy), (k') €T => y=y"

a5



L\.)‘?-\Of\e. Ded.  an r Slr\D\ oz quvw"k&n“ Aﬁ-SS {‘-mleM-hU bzw.
Surodd-‘v sy (QM?S Ubwn‘a-) |

| Def.A i Sen X eine Menge .

26

Eine| Relation amf X ist eine Teimenne | R c X=X
- Whir Saopn | Clx s\emt| in| Relatien R 2a v wenn |
-(x,y) € R.- Sdr\re«bude,.sa- xRy (=2 (x») € R

Def. 2 = | Eine Rtla%on R c XxX heisst

® reflexiv:wenn ¥xe X aibix Rx,  dh (xx) e R

© anh-refleny ¢ wenn Vxe X ailt: (xx) 2 R

. Sym?“é."ﬂ'iﬁ@‘ wenn Vx‘yc. X a&.,ﬂ ny = y:R:x.

* Qnhi -Symmetnsch t wenn Yx 7&)(@1’:'« xRyayRx = x=y
. -chnsﬂ—:v : | wenn ny,zex «ﬁxl’r IxEyAsz => XR2

Eine Re.lm-hon R Px P heisst partielle C‘)mLV\m%,we.nn
sie teflexiv, transitiv. und anki - Symmetrisch /si.

Sie heisst fotale Ordnany , wenn Sie eine parhele
Orakhun:ca sk wnd = | Vpq € P  pRq Wq_RP |

BS?A) P= R, R {(x,y)emxa;} fotal %eowln&br Rawem
BSPZ) P N R:= E(Vﬂh)élNlan‘\'Mohm blbarg

'[5593) | Menge! P <Al AcXy=:

R i(AB)lACBCKI
(27, c) sk ein pashiell oae.oanebr Rawm | | |

Def i Sei (P, ) eive paskiell oponinete. Herge . Ein [Element m

wn P hw\ssl ma,xlmml wenn VPG P a\H M$P"?P ™

Dl |15l (1) e e Relt] sl (Mg FElos- Thaioruad

C < P heisst KeHe | wenn st,q,EC-«yl‘c p q{. oder
4P



E | Sed (P 4) eAne | pwhe,\\ r%wrdv\e.‘.e. Me,n%e wah C cf, EBEn
| Element a € P luistt obete. Sdwranke vown C ‘wenn
Vc&C?ﬁC.-soL_ | | HERN

| 'Zoms Lﬁ'.mma. [Z:L.)

Sed (P <) Une. poxr-he.l’t chgorolnehr M-P,d\oa& s -. de.cl.e. b(e}r%e_ CepP
eane obese Schramke besitzat, | |
=¥ Far jedes p € P existiert en maximals Element me P s.d

| o[ £ lon | |

ACHTUMG\ Kean BEM)E’AS Ada | ('ZL.) {=7 (AA) (S MM“SW’\P" Vor;
[ L Salamoen
(s Gade) )|

| Rewers Vo Satz AO:

De.%sme,f& P i(A -‘{—)IACX £: A"“-‘Y\n\s}
P st faou'he.\l c&wto{,v\alr

RELEIRESSENIEE -2 Af—A’ HM-% (-
jed.e KeHo. C <! P bes&ﬂ e obere Schiamke k’IC]

U P\ {(x) -E(x) {q,l.ls K E A wnok (A,{'—) e
W‘?G_C - LGoxeh
L Ben.IT: {(A) &7 VY(Af)e P, denn Ao Abs, X— Y
L I Nadh ZL : P besitzt ein maximals Tlement (A L)
=> £ A= Y| tn\)ekjnv (A E(A) &Y
= | A= XY 1]
song ¥ Hxae X\A wnek ayoey\{(ﬁr
AT E Ao Ixet L F1Xe) £ Vo | (ware L)

27



Def.: = Seien XY Mengen

(i) Wir Saba&n. X wad Y sind qlidamaditia | wenn es eine bi\iek#iue

Abb. f:

K- )/ %ib‘r.

(n) Y hat gqesserel Macdwhakat als X wenn  Weine ;fn.je,k;}iue: Abb.
f: ¥ » X ex\ssng;!f | 1]

Bem.

Fir je 2weil Meagn XY gilt agnam cine der folgunclen
Aussa%u\

Y hat %fOSSGJe- Hc\.cln‘l'l%k&* als | X
X hat %rossvt Ha\dnh%k&\f s Y

XY |sindl C()U?Adnma.chh? (S i 3 ! AO)
o

Del.:  Eine Menge X heisst endlich  wenn sie enheder leer st
| oder en n € IN exithert sowie ee bijekhve f\'}lbl\dﬁ&ﬂ%
Ir [,1 ,n} B | X ; | X =in | | B =0

>< WEA.&S*' u.n(-'/nokhd'\ wenn X | hichE endlich (sh,

28

X,Y endliiche chhm ' | |
i ho& 4iossere  Madntiakeit <=7 # Y > 'H’)( j —
ws X ' (Satz 8)

X waendlich |

=)

| Bew. :

H\n\) Abo. {'— |'N-‘) ><
u‘bmﬁ’ mit  Hinwes .| ="

A. VneN AKX s.oh. Aendbch wnd HA=n (uou !ml)
2. AAL. N=27: kvs Al s:d. Tke N gilt:
A(K) ist endlicn wnd | # Ak) = 2% 1]

3. Af: N> X [s-d. YkelN: 'E(k)eﬂfk)\(ﬁ«(i
A2 o...0 Alk-4) |

. ' 4 -F st mJGV‘hV.



EmQ. HU\%Q_ X h?ASS"r

CUO 2ahlbar M%illd’\ wenn )< %W&Mad\“’n%« s 2w ™ |
abz2ahllbar , | wemn sie %-&ww endlich st oder abza,hlloa.r

unendlich I I I O
| DOberabzahlbat, wenn sie %rss.sére .Hot(_hlflcﬁke}f et ods [IN
B'sp_./l')' Z st abzahlbas
| "'lNAj’zzér%... =0 |
EEFEESE IR AN EEEN | |
; Zn) =
VACRIENE N2 EEEEN jl;( j) ] XVMN
. | | £(2n%4) = -n
BSP ) ]NXN 15} lalo 2ahl oo N
...... 3
Ll ey |
Pel.: | Qi(] = ) = L
(4, wxd-2) _
A
£ =[4,2 k | _
k € IN —~ 5F byedpi !
|| BSp'.?:) Sf;«im' Xa, Xy 2wer abzihlbar wnendliche Mengen .

PO x s} abz. wendlich

- Nadn \JOrmsse#au.n% exisheen biy. Abb. {,, N> X,

 wnd [ £, TN =2 X, | [Sel Le N sNxtN e loif. Abb.
ams  Bsp.2) |

Notwtion * Qwy=t (4. (9,9u () € NXN
| DQ{’-H’HMC 'E’ IN - X s .>< dardn %(“} (‘? (lh n))
| {z(‘f (n) € X, X% )(

N ;'3 N X IN -*> XXX,

ran,) = (£ (ﬂ« h(nz))

| "f wnck -Qd K-FL.- bigekhy  => £: N » X ,xX, ‘oueh%u

v
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Bsp-4) X; abz. unendhidn far £=4,2,3, ...
=> | X: GX; 8% abz. umendlicn.

LTA

Se £: N = X, bijekhv  4=4,2,3,...
Sei @ wie in Bsp.2). Defimere £: N - X durch
{2 g (@ (m) € Xg e X~ sarjekdiv!

= . Abb. g @ X =N
=> J bij. Abb. N -
63 [T 1 A
Rsp.5) @ s+ ahz, waendlich
f: N-= Z (wie i Bs?-/i))
@: IN > NxIN (wie W Bsp.2)) el
4 | il P -=+:_"_. . y
0¢f. g .IN. > Q _o_lmroh g n) := - ORI s“"-d':

Bsp-6) @'= @x @ ist abz. Unendhch (Bsp.3) & Bsp.S))
Q- QxQxQ = Q' xQ
= (ke %) | %o € @T  ist abz. wendlich

Q:= Q7% @  VneM

Bsp. ) INg 15 30,423 | .. ]

€:= fAc N, | Ash endich] € 2™
€ st abzdhlbar unendlich |
Del.: 4: & > N durch 4(A):=2) 2"

<€A

| Goung = 4 ist wij

Bew.:  Ser X = 2% x> A(x)
- e S A € <
¢ <

C Beh.: | A sk nicht inje.k-h'w



= freXIx g A]
A Fal x€ A, =2 xeA,\ A(x)
2.Fall x € A, => x¢€ Alx)\ A,
rar fedes xe X aid A(x) 5 A, => Beh.'!

Bsp.9) X enmdlich , 2% = §A| Acxf
T 24 Y [ Beglo| X =8, (2" 50} F[#%X=0
EEENEEEN | #2 = A

weib. Bsp.:  x= A7 > #x =4
2%=§o x} = #2°=2 s !

'Bs?;/{o) jZm ot %{assue,_ Ma.‘c}\#{cakeﬁ als N , d.\. ZIN
(rloerale z&hlbar.

Bsp.4M4) R ist Gberabzahloar
S N R & nr¥> X, eine belideige AL&\M?‘
Beh.: Diese Abb. is+ mcht surjekhv.

 Wir Konstrwieren ene VS T,2T,2X,2... sd.
Vne N gt X, £ I, , 1Tl = Pons
_ Nadn Satz @ exishiert dann ein E\e,memt ve R sd.
yeT VnelN |
Ldh. Y ¥ X, ¥YneN

I.a:, [xé*:"f XA"Z] , Ses | I [‘1 bn—.l Lfansh‘we,l‘-‘

; . , . |_bajrb
T T {[,,a.. n]{a_}lsx 121
j S S ¢ S . i a,..;z.b..{ n] {"'"s Xava e,

[qm 2%1»5 ]

3

L] Bsgﬁ./ﬁ{?)' Sei L € R ein lnlesuall | das mind. 2wei Elemenk besitat,
| Domn it I 5mmm\\qg 2o R by, Rest isd (g
7’7"?‘ iUz x=al
= EaN
34

I= (~4 4) FI->IR Ig‘(»<)-'=



©)
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Bsp.A3) K= Cantormenge

K,= [o,4]
e et Ke=[0. 24700 %, 4]
° %N A% Yoo Yo 1 K=o, /a]u[./g.“/s w[%.%]
o[%. 4]
U [22“73' 22“73* + Vi ]
Qefo“l} =8
i7 A

A . N N 00 .
K =_0Kn J k? : {0/\3 — Kl ; 20,43 = {(Q;)EM If.:i;ic:,ztig
fur 50‘43“; az (a«l),:a.d

oo
W)z () Fal@) € X @ sijekiv , K hat die geicne
4 Mahigwedt wie 2™ s
2u IR

)’ . i' Menae aller Abb. f: X =V (Notwkion)
L y=f§0,4% , foal” = { Menne aller Abb. §: X fo, 4}}
Yedes § € §0, A7 dedimiert tine Teilmenge A:= fxeX|£(x)=A}
Umgelelrt bestimmi Qu’u. Tedlmenge A< X ene ﬂr\s‘b‘lohmc:},

CE X = 10,48 | durdn Al Xxeh W
-&(x} 2= [ chara k lerish sdae
O, xe X\NA Fumlhion der TM
X! x l Acx ®
= jo 4l = 2 |

- Spemadfall X= IN {'0(4-1“4: {%:iﬁ—a {0,4}

{(4\ y \C(?) ﬂ3);
:Cb. | CLZ | ag

L s ('a*:)aem

@ e EOA}

Cm%rﬁwq\f_‘ Jeder solden Folhg, A= (Cu_)‘_; € EO 43 wirch
|| eane \-h\-&wa“Sd«%‘q{E\W?

n

bk weheisch
'J (C‘) [2»2‘1 = L "'] #Wsmm%;o von ‘Z b

7 <
&= 43‘ —43



- 9 io,zt}“‘ = K e OI],‘, (&) | [(3h2 Q)
I Ub% 5 ¥ ist | bnﬁe.h-}w'

Dot IH- I/( u\oezrubzuh}‘nar

BS? /ict) “2 ist %lﬂﬁb\'\ﬁ\ad'\'\-\% 2 2

. . . D lh\ |
e{— e iNERID 43 = (0,47 wic folgt:
Sdﬁ Az (044)-

I (al) t= [

n& € §0,41" | Far ne N athaiere

f.' [\ja'

L - -

—, "".""'" | ! . — 1
22" i544' o % [ T 114

IV T T4 ol (e Hiejagnt Ve (I,

n=4

N .slr SWJG,’K-}'W ]

—y annrola:s¥ellu,n% von .
Y] =X, Ix=0 a,‘,a“aj,...

mcERN A '{04] +» J0,4]
K| mé A—bl:. kp - 104N — [0,47
(s

= ‘Elbid Abb {o 41 - [o 4]

Féléacnclé. | Menfazm sinch %\ﬂj.c,hmac,h-ﬁoaz : EO’[} 2 , Lo, 4-.1 KR, X,
1 I i | T (lnervall mn* mind. 2 El'len)

Frase:  Exishor) eine Telmenge van R, dic Ghessazhibar (st wber
] wc;mm Ivtacmiakm_ hat als LR?

: Combrs:.ha Vonhnu,wmshypo Q-hese. (CKH]

ES %\H‘ |/~.€Af1€_ SOICME, \e.lme.nme. Ucm IR
. Godel: A338 ¢ CKH lasst gich wicht widerleqen
| Cowen ! AR63 | ¢  CKH 1&ss) Sich ment  herleiten |

33



| Al\%cmwm?_ l/COnHV\buamShyP¢Mo, ! .(AKH)

Sei X eane wnendliche H%%& =5 exisher} keine leAlme,nnhz, von
2T i} qrdsSerer f‘(.ud/\hﬁ-(&% als X wnd kwnerer Hm\«h%\m’r als o™

Cnote| famie/ L .7

34

Kapitel II:| Die V\omp_le.xex} Zohlen

Far jede reelle Zahl x € R gt 1 | x* 2> O

Es | bt aiso kane reelle Zahl | die die Glachung X*Elc! s,

wean ¢ < O]

Meidk s | Wid fahren eine newe Zanl < E/;ﬂ, die die Guluc.'nwm}
£f= =4 | ecfand.

{)Hny | x.y € IRX Neng)c der lomplexen Zahlea
'<1: = Rx R = R* - i(x,»l x,y € R}

Graphisch : Bezeidmung: 2= x+iy € €,
=k | iy ElR |

"

b4 (I 4 W 1P O 0
o= Re_(z_) " R@Jk‘iluon'i‘“
>¢ =t len (2) I lmaa:na'r’r&l vory 2

i
A i
AR ]
| ]
i 1]

i

Zwe% Grandeecw enr gqein

se\en 2= X+ly , W3 uriv € & mik Xy uvelR

Aolollhon Swmme von 2 umdk w st | mrw:= (xew)+ L(ytv)
e
| | ' wieler € C ' (A)

(Rm&nﬁ} dhie. Sdub Lodise “xeiy”)

Bem. '3241 reelle 2akl x € IR :&%Hﬁﬁvﬁn wir vt Ao kom?l_exen

Zanhl x+4:0 € €. Dh. Re & W
L] e



- Malbiplikation @ Das Proclukt von 2z und w (st die kamplese Zanl

L 2rem (xml-yv) v L (xveyw) (2)

- Motivakion far (2) = (x+iy)-(uriv) = 2-w
EEEEEEE NN e 10T 12 ET 0]

LB XU v exv + iyw =yv = (2)

| Bem.: In dler Schrelayeise ] (Vekvorschresoweise) |
B (= (W (el ) (€RY EERN

Sind | Swmme wnd Produkt geadoen dunrcha

Zrw=F (x+) a2 (yrv) | I [ I L]
2.0 = (xu-yv) +4 (xv ryw) |, dann:
ERSRCARS

1A El(Ae] O] |

L TE(IGe], (A D [ [T 1]

| SATZIA | |
Die kdmflex% 2ohien € wmit der Addibion (4) wad der
- Multkiplikation (2) , und den rewdsalen Elementen O = 01 4-0 )
| A= 44140 erfallen die Usrperaxiome. :
RBeweis ! | Kowrmntalivitalt: 1{ _ _
L Asseriabivitat t v Iiltba.: Zeigp Assoz. far Mualvpl.
Disttiburividat ¢ |Ctb%.' 1 | N
2+0¢ =2 , 2. A Z, nentmle Elemente: Y
 werse. BElomente f 0 Add.: -2 = -x -y
| s o
Malk. : 2720

CGes: wru+v € C s.d. z-w?/td,_
Ly -



(x+iy)(a+iv)= A+ <-0

=Y Xwu-yv = 4

XV ¥y« (@)
=> x‘lb\_“')fzux = X
A= + X
X"+yz_
EE==-
x2 i-yz
Antiworl | 12 %= ieilh s o pX
Del: | Sel 25 iy eine komplexe 2Zanl ; 2 &, x,y€lR; Die |

Zahl 2 =) o —;y £ (L heisst \K.OW.P\EX L{,on'au.aieﬂ 2 E .

Der Be{-fa._ta.i Der Be-h—aua E,inu‘.komiah)(% Zawl | st
| die reelle Zal

im $:

_ _" betai 1 . | .
 a x*;y . l-zl'.: ,‘24,.)(3 7 O (P}fMOWS)

X =iy 2
-
xt+y? j2(*

" She Bem.: 2%0: ;-'-=

SATZ 2| | YV Zwl|e

A RTIE R INE e R
&) 2 F1Z

,za') '=lz]2 |

P | |

— —_ A4
W) T2 = Z wd Llls z#0, (%)=-:z='
o) Re(z) = 222 (m(p)=222
w) |

z 24‘.
Re(z \R lzle s lim@)] s [2l¢
wi) ZeR &= 2% = lReLz)l, =C
o) |zw] = lz|lw]
ag) | |zvw| € lzl+lwl

by < lat-tol] ¢ [ewl 7 lalg € 1R Gl Dimlel



L&) Zw = (Xaayv) =i(yatxv)

L= (X ay) (wevi) =2 F- 0

&) 2= xFiy =x+iy =z |
@) | 213 = (xniy)(xy) = XPey?= 2]}
D7 IEFEERF IRINIEY EXAERS C &% REES-)
icUE RN RESEIIENE
LIZ [ 2Rl | kel | Njai 2
) (ZxE s 2k | 2 -2 = 2

) Re(@)=1x] s 7%y |m(2)] = |y] € 7/%Fry"
() Ubg. | | AEEEEEE ENEEENEEE
i) |zw|t = 2w BS 2 2WE B = 2 F w-W = 2|t lwl?
) 2wt = (2] (Eri) = 2EewE e 2D awd
O O Vel b ok b T e Tl?
z[*+ 2Re(20) ¥ Iw|®
S 1z 2[Re(20)lg + w)?
slzI*+ 2|20l + Iwl?
< 2t 2)215] + |w]? RN
= (Tl T ]

I

It

SATVZ 3 | Seien ab € C

=> Flsy z e C der Glichuny

@zt +agre 20

Beweis: | Zt+azr g =47 -b
ot =:C
=(,?_—1-—) =t wl

2

Gesucht: Lsy w= uriv der Geidhung |w?= c| (II)
Cl=¢ [d448 < ] ARENERENEE

C0.B.l.A. Sei B =0 (Sonst: w,c ersetzen duch 5,<)
| T LEr ] o(.z*/i"' « fal- v;)z+ (ijz

2uv =8 "

L 2 W 2avivt = (utev?)



Wl =g =7{u1-v1= o

2uv = /3
& (Wav? = yat+p?
W-vti=| o
uv = Q
: -/a%n"-rot lcl+Re(c)
=2 W= =
2 2
A Al b L lel - Relcl

2 2

|} N cl- L L=l |
= W= I(_/Icl;Re(c) f‘é‘[ﬂzﬂelc) ) = 3V 2[.33_ amsser

| wem | b =Q=C
B 3 (U bl (X)L

7
WAV SRERE AR AR EONE AL VR oAV ZANE 2SR
SATZ &  (Fundaumentalsatz ger Al%o.brm)

VnelN Va,,a,,..., a4, € €| 26 € s.d.

ol L2 4. viajz+4d |=|O (W)

" Medes nicnt konstante Polyrom besitat ewe NaMslelie '™
(Laplace 4795, Gauss 4793, Acyand ABA4)

~> Beweis in kqpile,l S !

De£ . Ein | Polynom isk eine A\:b;ialun% p: € — C dor Form |
| pl2) = a2 +a, 2"+ ... ra,Z+a, ; neN wid o, € € (D)
- Die a; heissen Woeffizienten von p. Ist @, 50, so wird n
. der Grad von p %éna.nn’fi d.e%(p)= n | BEEEN
C[Z] X ﬂ\’m%e aler Polynome p} C=4
RL2]:= Menge aler Polynome mit a; € IR



Smo\ die I/Co?.%zne,mken a; 3 C) so Weisst das Polynom p
_ Uullpoiynom ' ] '

_ wn.shetss’rp-oq L]

. Al?;bra.'-_ p= O heisst a; = O VielN
 Analysis:  p=0 heisst p(2)=0 Vze €

SATZ S

S?A P(z) Ea 2 QAV\ Polynom it komplg;(e,n KGC{‘F‘ZK’,\’\‘QJ\ MUAUQ\%*
ez [ [ ']

‘z) er {0.«'/“1 . n} 5-9’.‘- ak*o

&) 3z2e € sld. [ p(2) 50 | |

izae)iacso 35>o Vzed:=i 2] > ¢ => [p(2)] = ‘o‘lz\

Beweis (.cw) = (&) => (i) => ()
_ einial KA-4 !
~> 22

0.B.AA : a, %0 i ..
| | | | | | (CFYE TV RIE S Vo |
Wahle ¢ € IN s.d. ¢ > _ s 2lze>» 4

L] BN
CStElanle = Dlal >0
| 1] =0 Lt L
et ana"« Bl 5 Ble)i= Y
F’lp(?)l*‘l_[‘,ag‘l% Halz | BT TatTTelf

L= I 1=0 i=o0

. _1zw4 (Zlal)lzln“ = ( c lanl- §) [21%

com = (el Selat s - 2121

e =anz" = 3 (2] 2 lanz) - (=) = lanllzl -19(2”
7 1annz1 -(1%1—%)121 > % z" m

33



SATZ 6 Ve & Cl2]:

- pq =0 => p=0 oder 4=0

. Bewers: P A O W th! q‘_'x O => Fc>0Vzel mi \z'l. b 3i\4
| Pl2)5 0 wnd g(2) X0
=> P(eaqf(?);ﬁo = Yze(f. ~1 2l 2 = pg %0

Def: | X Mengr

Lig 2 X = € Abbildunaen. Die' Swmme §59 ist clic Abbil -
olwnoa, L+ c& X = €, die dusdhn ({Ha,) (x):= £(x)+ %(x)ﬁ, baw - das |
Produkd  von €  wnd Y st e AEbiIo{tAn% l}aa 1 Xl= | C , die chu.rch
({o&)(x):'—" (Vg (%), definert ist.

Ed((:;)- ;(22) } = (§g) (@) = 0:4=0=04=Fq(x)

RBem.: | Sarz 6 saqt |

Ist X= € wad sind §, 9 €= C Polynow\e.) So f@\’r‘

F‘a o—>$oooter%0"

ub%.' A pa€ Clz] |

| . => pka, pq ¢ C[=z]
2 dey (prq) S max§ ey (el dua«(q.'
1] Ae.%(m) dﬂg(p)*rv‘-eﬁa(%

| %1, X2y

| SA\Z 7 (Division mit 'R'eSH' HEEEEEEEEN
Su@n e, q{ed‘,[‘é] oleza(q)?/l |

=> 3! {3 g € C[z]‘s. | fq‘ff’, Glf?.‘a(f') < d-"—%(q-) (I)



| Existenz i | n:= ole?(qi)_? A

Beweis: | | | |

_ Eindentinkeit: Seien (f..0), (f,.r,) 296 Pase von Poly roren, die

 beide (1) er;anm £5 j;qw R A ANEEEN
fagh irz'-nl 1
HOKIA ERASINEE

M((ﬁ f)a) Je?,(r T4 < olﬂg cq,w
2 deg(a) |
‘En.lls 1}4 (-Z 5 O

= G-r=0 (?,. Fz qr o

(*‘Z"f”-'- b‘*~<111=>.C')__i_j:;""'---'
' =9 .

lnotukhon uber O{Q%(P)

/{ J.C‘a[) wuh\€{=0 r_ P

| 2. cl.aa(p ™ oz N |
IA: Existenz sei beseils bewiesen {ur alle Pol)nome

| vom Grode € m

'_P(a)—_z:az;aed; a.mewo

I T O I Y (‘:ﬁ).._f?(z)-'———-z q((a)

'-L-
11 E$ Qo\odsr ams m ';';'[f“rAe.ﬁ:]:a] sial| | | |

aw\"\

| '_ '_.=? p(2) = p (2 _+_;_—-,- _ _“qr(z) = L2 )qr(z)'+'r4(z) |

REEEMIIC "'(le)'f“‘”' ™ ")a(a) + 1 (2)
=i Lol r(X); @

44



18]

_ E‘- SeAm P. OLG (\:.[2] mMmit 0_11,:‘!e O. p heisst al.wrchq_ *\-&\bmr‘

W%ﬂ CAn Polynﬂm {,e. (C[z] G‘.X\Sher-} sl 1::. -?a_

Korol\qr/l qr(z) | _ ,’\ec olera(q,)-; |
| Fae ch.es PO'\/F\OW pe Cl2] existiert ein ‘F’oly;aow;
FE CEz] umoL ene Kons’rq,me ¥ dL S | o{
P(z) =| {-\(z)(z }1) ty Vzec |
| | 'raw.;-ﬁ e.pezmu- W S
Bem. Y F (m | .(F\) O K= | p.ls‘r d«WL\r\ 2- 51 _Iu_\bow _____

‘. L ! I | | I |

Korcl\.a,r 2 (Su%z vow der | lmem.rw Folktor| &r\ec\xmcﬁ]

Bew.:

SeA p € (L[E] un pblynor\n \Jom Gro.d,e_ nle IN

Uol§t. lnd. Gher n

Wtcﬁeﬂ

-P—e Gl[i-‘] olﬂa(p) EED El'\éiLsd P(M=' N

| -> 3{6 ﬂl[z]sat P(z) 2 G(z)(z IAY | Vzedl

I SIS0 wed We deqp) = deg(®)+4 = oLecd(P)e_n. ]

N -h-h-:v EEW ,4/.-..,'—1,.,'4 e € u.é:Q ISidh. {(gjvu(? Ad) (2',‘]“;4]

:'=> Vzed?, p(2)=F[21(2 }\) -a(z 5\) (2 }\n 4)(2 Fl)



| Koro\{a,r ! Sedﬂ:- Polynom vorm Grade | iy ho& hodoskns n MU.M- ||
j Bew A-n&i'cuce.n vow Kor 2

| Kbrailm :4\-: b :(ﬁ Lateéhwmoﬂfibpdl‘)

| :SQ/\ n €N lund [seien p(2) = dora,Z2+ .. +A,, '2“

: | ' q{(g) b+¥32+_'..+k2 ||
2lwe Pobnoma it Lcomlolexen Koe.E{-;ae,n‘ren Aeren |Werke |an

L nk A verschiedenen (Stellen vtlo%m&hhwme.n/ dahn :
__"‘ak—*a}wkozt |

| Bew.: p- 0 [ist] ein Polynom Jom Orade £ n mit v+4 NS nach
[ ] | Sat
| \IOra«sse.*auun% -> p- q_ Q -; A, =by =0, ke 0OA,.L
- Bem.:  2a Korollar 2 | |
L pl2) = (2 A ) (2+A})... (2* An) | Sbm:les
| p(2) = 2"+ a, 2"+, 2" e, L 2T e _‘lsv.-yhm
EJR-VER NI R IR0 AEEEEE AR
ey = LA, 5\
| - i<y | | |
HES Z.A AR EE I I PR
4!2 ‘lk. L || k . . . |

Komplexe Zahlen: Geomeltrisch
BEANEENREEN o Polakeontinaden: £z (2l ieyT

| N T " s s L
L | | ple-detioh | | || | 1 0 Wiakel
M T A L {x= rcos (6)
EEENE~ZdELENEREENEER | | |y = rsin(©)

&1 IREREN RN EERE
L > | _ 9 2) %be% m“‘
J SESEEESEEEE | Py Bl Y hep

durdn: | (ox0 =2 %5 Sme--r._..



=> 2= roos(6) + irsin (6)

Notakion: Eulersdne Glachung ef'e = cos (6) + £z (6)

Zusalts b | et TP [@*Pi et
Cos(0F ') = cos(©)ces(O) -sin(0)sim (')

5w [0+0') = cou(B)sin(0') T Sin (B)ws (6')
=Y 6082[9){— 5?#(6) =

Darans i | geagben 2¢ €, gesuat W E L, s gilk:

;0
wi=z|[; 2= re
: : -
JQerzt w" = ?"e,‘nt? = re‘a
=) g = ‘-yﬂ I - %
Eecle péo 7 1

X 2
1 Sl . Del.: Ein Vektorraum (aber IR) besieht aus:
al "\\ * ener Menge V
W A - einem Element 0 = 0, V. (Nullvekior)
0 v xf | < ewne A;'o‘onldu,n%, (Vek’coradnlnhon)

VeV = V& (V&) - (VD)
eine Pclab'ld.un% (skn.lwre. Maliplikation)
|va—a>\«'(:1?)|—»,\? |

s. Bsp.4)

., e {:ol?mol& AX\OMQ erQullen

) [V 0, -l- st eine abel'sche Gsappe ( AsSozicctivitat, onmrnwtq_-hu;*a{
naAm\es Element @, = O, nverses Element =V) |
) Skalare Mulhplikation: * V2, ueR ¥V Aluv) = (AU V
l e ¥PeV: AV =V _ .
i) Distributivitat: «VAeR ¥7ZeV: A(V+E) = AT+ AR
CVAMEeR VPeV: (Atm)T = AT +m4V |



* N -W = Ve (-W) ; |Uby: Sei Vein cecller VR

| A VYAeR: A:0, =0,

2. YVeV: Og-V = Oy

3. VAeR Y ?eV : A(-¥) = A=AV

Bem.: Man kawn elvenso Veklorcawme wber den Ksrpern €, @, Z,,
, delinieren.

BSF-'{_) V=101 . & kann Kein VR sein (e mauss ein Oye Vogeen... ) !

@sp.2) V= R

Bsp.3) V=0C is¥ ein VR Qer R |

Bsp.4) V=R"; ne N, R"= RxIRx..xIR = {X(x,..., X |><-eﬁe
| . O (.O,.O,-:--,O): {ar <=4, ﬂ}

—3

K‘ neassem Koordinaten von X
Addi Yion ¢ 5?*?: (x,‘-ly“?(z-ny,_,..-,x,,-byn]
sk, Mabipll 3 | Ax] 3= | (| Ay, | Axg | Axy ) Lol | Axa )

i

Bsp.5)  X: Mwa,z
Vi IRX = §(x) = {A’bb.ld.un%m-\? X - R}
(fro) (W = fR v g%, § 9 ¢ F(X)
Af) (9= Afx), Ae R - | |
Bedrachle : ne N, X={A, ... .n] : R s R Y

I.I

]

|| B'SP.G): V= M.M%C dr Polynome p: &2 L mik kompl. Moe[l{lizien’ren

' T 7ECl2] EM:B- C=at ; VR Qoer € oder aber IR
bzw >R [2] . reeller VR ' ' '

| BSP ?) V f (X%, ] xg)el? \ A Xt A, X, t Ay X, =0}_

(’J‘Q\b}' eine | ELU\({_ i IR ] L]

- Bsp. ) IR ist ein VR ubex Aen I"ok-’nonalen Zm.hlm dl |
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| Def.:

Sei  V ein reeller Vektorraum und sed G c V. E heisst ¢
_ x'.) linear u.ha.\:h&n'ﬁ'acﬁ, wenn Yne N VQA,--.,en € E mit

eixey f&r 4xy VA, .., A, e R
n

YiAe =01 = | Akk A, r Ll FALED

44
\_'-*u}
Lingarkombination der e

é) vollstEnchy , wean Qilt :
NveN dneN| de,, .l .lel.€E HiAL -1 Ay el R [s.d.
? 3 2 ﬂ;e;

i=4

) heasst  Rasis ven V, wenn E sowehl linear wnabhang:

als | awcn \lollS'\-Eno{i% ist.

SATZ A

£) Neder reelle VR V besitzl ewve Rasis .
&) Ye 20en Basen eines UR V sind gleidnmadatio

Beweisskizze :

L) Zotn's Lemma

X

:P is+ pou‘.{-h?_l_l _%e_orclnek durch ' ©

= {E< V] Eist linear wbhangiol

« & ist nicwt leer, da ZETP
o fede| Uekte T < besitzad obeie Sowamke F:= (Jc

Y

=2

o | || _ . Cel
Ubg.: F st lineas anabliingiq, dh. Fe d

VEE€D Anox. Eloment B P s.d. E< B
I=> 33 isk ewe Rasis (ﬁbﬁa.]

»u) nar -E‘Gr endliche Basen

Sei EcV eme endlihe Basis. E={e,

z-"'/e'“}/ n3 8L > 0

Kj

Seil FcV eine lin. unabh, M.enae iBew.: F st endhich |[wnol
#F<n

| |=2

Bew. | ob. vollsh.| lndl. !



L[ V2]

1S

ned: Y= {de,]AeR] EEEEN
] Ne 2wes werson. Vek#own vt V sindk also lin. abh.
| wEEA _ | |
Qe. cb'.H- -‘;ar n-4 € N

N2 56 FeF Dann B, ua € R sl

W aear eyt t ue, X O

=2 wmind, eine  der reellen Zlon u; isk % O
0. B.A[A T A, =5 O

- n-d

:V:r.'.- SP""':“IiIeAI;.".‘/e'.\-.;} = {Z ,’e\‘e‘,l ;14- efR} .

E:= 'ie,;i kel ] e,\_,.?s : qu:s vow V
- Far jedes v e F oxishieren teella Zahlen ( NEnE (¥)
sl | V= Z;\, (ve:| |; V=T 5 ey

— :> :‘F.':::Iis"—; -\-;»_:_?_\_(2}_ R Al veF\ i;rol‘&

=5 F ist Jin. wnabh.

A b Y -~ |

=> F st endlich wnd #HF s n-.A

=2 F ist emillich und HF=8HF+A < | a

-V heisst endlidhdiviensional , wenn |V eme  endliche Basts

Cbesitzt ¥ elne emdliche Beosis B, so ist jede Basis |
: enol.hch wnd eositet (e 'ﬁ‘PAC\nQ Anzahl jon Elementen
' wae E '

V: reel\e)r | VR |

E besizi ln diesem tall ist B E 'WU\EVI%;? von der LWeah)

dexr Basis undd wird  Dimension vewn V _caenc_mn*.

dwmV = g
R anl d. nadhsien
SPQ) C' %c&é.—)
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@sp.3) V= R" 2 x = (x,,

Bsp) VR eV Tk

V= ol o s

Vi= IR A t43

Vi=/@ 2 t4,43

R? n fei, L esd [esi=(oo.l. 4. !..0}
| ' ' .‘jk Stelle

Def.:  Sei Viein reeller VR

Eine| Nomm (- funktion) wul V (st eine A‘:btlnl.wnsy V=R
Vo= [V, mit ’Eo\otemde,n Eigpnschafien :

,-?r]t
Q) VeV (IRl ¥ =20 e v=3 | @7 |I&h
i) NAeR YyeV naa?‘ll = l:tllli"ll BREET

ib) Drereksungleichuny : YV W eV ¢

| ve& [l s IV« NS
Fur Ve V heass’r die Za.hl \\ "1| I die! Uorm deg Vek%ors v>
BsPA) V= IR
I\x]| := Ix] H Beka% von X
- Bsp.2) V=C

(2] = |2]: Be*moﬁ Von 2 ﬁetz) + Im (2)?

ey Rom)
. l|ﬁ><I14== [XJ) ¢ | )40 4| Xl
UK max {1Xel, ..., IXal} |
. llx'llz-? 7 I x e axy | Eullidisde Norm |
XN, = 0 <=3 Kal X = O K=t =X = Ole=3 X[=|O | |
AL = AR e (Ax) = (k2 x2) | = (AL e
LD =t FAL T, | EREENEEREE

n

11

Camchy = Sz Dngled chuwng

VX, 5e R ;xm s I,y (%)

43



2ur A- U,ns\&c,hun% be, der Euklidischena Noewm

n n n n i
eyl = % Gl = LOG 20 008) = 1% e 2 Lvet Lyt
(zA = 23, = 1

; AU £ B SUSRRY

s M+ 20Xyl + Iyl

= (U=, + liyl,)* (@)

D?.E. ] Die Abbilo[u.n? fRnx an = R = (x,y) > ZX:YI z <%,y

ist en E@?sp'iel eines  mneren Proalul,(i'es,"‘

Sei V ein reeller VR . Ein inneres Produkt anf V
ist e Abbildung <. > {VKV-‘: R
(x,v) &= <x)y>
it folgnden Eigenschalhen:
4) Symmetrisch = VTG eV <P T> =<, V>
&) bilinear: VPP ZeV VAR <AV D> = A<V, 3>

’,
- -~ - - =
WV D 2 Ly 53> v LT >

A
<|

) N7eV\{o} : <V, ¥> >0

Die' Zanl [|VI:= 72V, > [ heasst Norm Gon V-

SAVE 2

Sei <., .> ein inneres Produkt aut einem reellen VR V.
= V2, 3F eV YIeR:

£) 1<2,5>| < IPI-IW]|

&) N 7Tl € el ISl

i) || Aav)l = AL

Beweis

3

4:) W=0 |8 KPUINID| [Fat ot + O sill-a\lSo die Cauchy - Schewwz -

W&l&id’\m%- »
-2 ) -2, <V((:;)>-_a} 2
Ww % 0! Oﬁlv" ﬂ,w“
Ha
= 4\-’9:3) B S Y (‘}ﬁﬂ)-—} — <}:3> -3 w3 =

g iy £ B> EI<Y- S INE
et Y e T3 Gl
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i F
<V,35* PRVANS

= - =3 g ! : = 2.- o - = 3 £ 5 i
<V, 7> TR {End T > <P,w> s VI &)
sl > 4
&) <P @3 = [P 2<0T >+ NP
s.(%) < ISR e 2 1PN 2 WS 10 = W30

7/

ﬁa%e_ﬁ CLQJF,BEM s e VRV mit einer Norm Cit. ”“ (ean wnorm -
lerker VekYorrawm) Exishert ein wmneses Produkt <., 0> '-'Me

Veod YPeV: ||@ll=<wve
Avtwort:  (Genom dann wenn ¥V 77, &5 € V¢
(7312« Iv-3U° = 209" + 2=t
i Pou‘all@iofarmm kentikx !
<@F> = £ (ITHFI-1T-3U") 5 Bew.: Uy,

Geome trische  Intwi bon

<V@> =0 : VLI "7 sknt senkreont and T |
NT«TI = WP +2<.&> « WS = [(VI@n?
;,f:fj il | |
L)
v
V> >0 k] "s?1+ae,c Winke | " "%&u_; BN
i | Lot | Lo
<Vw> <0 = " slumple (Winke)" 1
v
ot I S | T S A B e
7 ] I¥-281= W70 S22 5. O
: | | | | |
&)I-JE s | = Gesadnt: A€ R sl V-a& L&
L% c? gl =y

dh &V-AR, > =0 = cV,E> T ALSE

—
= <RI UG -2 - SEE

o
~—— "-"3-' 4;";;1> t:’ _l- -
0 |
Beachle t  copof < WS B BB 4.

Tl e w7



Nek \rbrp\-oolukl-

V= IR?

Def.:| | Das Veldor produkt  vow PEHIRARRE> R? Gk ¥k (yh, i ¥3)
e_lR3 ist der Velktor:

Ll s Xa¥3 = V2 X3
DI 1Y FRIL Dy = XYy
XeYa = Yo%y
— A —
. E?.A-*(g),&,_‘—(*‘),
— p—

~ _'—-"b

M e, xe; Sy ;
—_
Q‘J

—?
e.zxe.:; =

(v,
g

«

“A

S

e, =0

& =3

X

‘

AT
Y

v

i

- : -
ez X ey =le,l |1

wf'b
X

Bem. ! Das Veldorproduki ist eine scwiel-sSymnekisde bilinewe
 Abbildung { R¥< R* — R
(X.¥) ¥ Xx¥
A VR,%, P e R3] VAe R«
O Y < FRR
Z) (AR)xY = A(XxF)

— L U T~ I (. §

ai) (R+x)xy = XxyaX' x5
RBem. : Das Vektor produkt er QI+ die Mucwbi - ldentitad ¢
(I): (RxV)xT+ (?xB)xR « (IxT)x? = 0 Vav@eR

U‘oa mit Hinwes: zo‘uat_ 2uerst: (ax?)xa’ = <u 35?-
<V.o>u (L)

dann (I)

Uunun%i_ Das Vektorprodukt is¥ nidat as soziatv!

-3 =D -T2 )
(&xe}) xe, = e.x& = e,

3 2
— —2

aoer: B, x(€;xe) = €,x0 = O

5S4



Bem.: V&",'\‘J’,GS’GIR‘ s < AxV, &> = <u, vam> | (M)
Bew. ist Ulb:.m%’ (= dex (@, 77, G‘))

L> Simples austedmen!

Lemamnn A:

Ve veR ¢ @<l = /"ll llV\l‘~<uV>

Bew.: \\E\”XV'H?= <uxv’uxv> = &(uKVJxm,v3

< \RPV-<R>RV >
RN - <&, 7>°

uba AT lin. wnabh. ¢<=> UxD = O

!

RBem. : Ve.lﬂ-orprod.wk\— oawme-l-risd\ :
A Rx7¢ L 2,7 (I) 7y

&< @l = W\

Pual\e,l%tmm iv. Rund ¥V | / N

Aw A= Gramdseile - Hohe
= (X [|¥-aa]

i

ZNRCUTIR- <277
“u xvu

W

Loete 45,5 1

Kﬁpﬂ‘@.l 4 - FDL%?A’} wnol \?cihen__

Def : X Menae . Eine Folge in X st eine Abbiloum% £:IN= X

Notation: Far ne N sdhrtiben wir X, := £(n)
& KAJ K,_,K3,...
*N=X. nt=>x,

l (.xn)nem oder (K“)

N: {N{,nst KPP Abb {: lN—-‘:Xl = {Hansﬂa‘ﬂ\' Fo\%h ;V\ )(I .



Def

Bs?./i)
BS‘F' 2)
Bsp. 3)
BSFA}

Bsp 5)

Del.

Eine Fuakbon d: XxX = [R heisst Absiands funkhon
wenn sie folggnde Elguaschafion hat:
<) ¥xye X q«lbt dd(xy) = d(y, x)
&) Yxye X gk a) dxy)2 0O

L) d(x.y) =0 <> x=y
) VxyzeX alt A(x,2) € AdX,y)xck(y,2) (A-U.n_t&.)
Far X,y € X heisst ohe 2ol d(x,y) der Abstand yon X
2 7
Ewn metnsdher Raum 15t ean Paar (X, d)( bestlehend ans
einer Mengg X wnat ever Alos tands funktion d: X*= IR,

X': lR / 0{(K;)’):= lX'_YItR
X=C , dzw):= |z-wl¢
X=V nom. VR  d(V.&):= \V-ZI
X

beliebige Menge, d(xy):= {0, x=y
4, Xxvy
; . ¢ -k|keNogol
X=2, peiN Pimzanl , dg(xy) = mn{p™| 00k
Ub‘aﬁ dies ist ene Absiands kb = p ", wokei neINufo}

pradisthe  Merrik die 4r3ssle Zawl isk s .o
)(—y doarch P“ \e(lpg,r st

Sei (X, &) &un! metrischer Rawm wnd x€ X, 'r >0

Die ™en
T B0 Lye X di) < v

helsst Ball Udvi, Ra.olw& = mit H.n"l’,\ Puml({'x

in € * Kreissctheioe !

Ser (X.d) e metrisdier Raum , (Xn) o ®ne Wolae
n X, wnd x€X. Wir Sa9en (Xn)pen Konversert gegen
X, enn -Far je,ale reelle Zanl €>0, exiShert Nn€ IN s.d.

Vae N: nzn, => d(x,,x)< &

53



Als \O%Isc\r\& Formel :

Ve>o An, e N Yne N (n2n, =2 d (X, X)< E)
Notakon : = X, —> X |

Lemma A Sei (X, d) em wetrischer Raum , (Xn)nem Fsl?._ w X,
X xT €X.
X [P (XA (X =2 X |+ X=X
DQE’.‘- Wenn (Xa) e % _Mov\ue_.rgsl@rk, so wird X
der Gremzugest oder |imes oles Fo\ehe (Xn)
. Shtesbweise: x = lim X
genann t % A Xe
Bew.: Sei £>0.

=2 An,€ IN YneIN: mzn, = d(x,,X) < %

In, e N ¥YnelN: nzn = d(x,.x) <&
Ses  pi= max §n,, gl |

= d(Xe,x) < €, o (Xa,x')< %

= o(x, x') § d(x,xn)+A(xn, x') < £+
dWh! ld(xx1)|< & YV E>pD

~N(m

= &
=P | d(x, ') =0 [&] X=X’

BSP/‘.) XEIR,|_[(xp)= %
Beh.:lim 2 =0 ; Sei €20 = In,eNsd. %
n—200 1

<
= ¥Ynzn, " d(o,%):lo-f.‘[: %s-’:‘-<8

Bsp.2) | X=€C |, a€C, |q]< 4
Beh. : [im q" =0

n-90

; Sei €30, Nach S2inKapid ¢ Fne N
sd. |g|"< € = d(9"0)= Ig"| = 19("
< lql<E
L>{:a.lls n> 0,

Bsp3) X=R , X,* (EO = (die Folae konverpiert aicat !

Gomaunso whe ¢ a1 ne oder X, = 2"
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Cérind 121 T Eiin (xn)nem luhd (Yw)netN Fo\‘?m n R wnd x,y€R

sl limx,=x wnd limy,=y.

Dann ﬁili-'-
) Wi (X4 ¥al) | & (X ¢y ]
N0
e m M
&) lim |X,] = |x]|
n-» 00

M) X500 = Xo* O {&r hinrgichend grosse N € N wnol

\‘ A o 4
iml ==&
ns00 Xn x

) X, S$ya YneIN => X <Y
A~ (zn)nem FOl‘a& IR, ¥me N - Xa$ Zns)’n/
X=y = lhm 2,=X

n - XN

Bem. : &), &), 4) qllon eoenlalls {ar Folggn in C

Bew. @  £) Sumwme :
Ses €>0 =3 3p, ¢ IN VnelN mit n2n, * lx,,—x|<§
l)fn*)‘\‘cf' =2 l(xw*”Yn)" ("“‘Y)l
S | | XpdX Lt yml-y[[< <€

o

Produk+ :

KaYn =Xy = Xo(Ya-y) ¥ (X,-X)y

Ser €20, Wahle nye IN s.d. ¥nelN »t n 2z ng -
£

£ 1~ e
a2 184 Ixa -1 <3055 WPl S T

nznNe

=3 Xa¥0 m xy| € [Xallya-yl + 1Xa=X|ly|
$ (1Xa-x1+1x1) lyn-y1 + Ixa-x(lyl+4)
A k—"'\——\J
\f_a—v—_—'J
<l?<l-\'-4 < E
k_ 2

—

€
43 ‘-:)-(8
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@) dg (IXal, 1X1) = |Ixal = XI| € [xa-x]

G 1AL AL e e bl sk e N Tl
e X" T %X o / er & 70 ahle N, [Sl.en.

1%\
Yne N mit n =2n, e | Xa-X] < e wan ok
[X0-X1 < \x]* 2

- !xl NN | op L5t \ |2
=2 x zZnNn 1k ¢ P = =D | ] |- e
Far n2n, 4 IX | e Ni[x_ X“l
=5 < E

w) Sei €>0. Wahle ne N sidh. x-& < X, S ¥, < yt+€
=> X-E<¢ yltlE [ X.y £/28 VeE>0|= x-Y/€[O |
=> x_f-y

) Se €20, Wakie n, € IN s.d. ¥ ne IN mik n2n, 9ilt:

nzng |
lx“—xl £ & | \7‘.‘ x| 1< & | = [ Xx=+€& K Xn$ Bnd Va

< X+tg
=> |x ~2,] € € ¥nelN mi nzn,
Y
Bsp.4) aeR, a>0
Beh.: lim a% el A |
N=ge
A Fall: az A4 ¢ S €20. Ses no€ IN s.dh a < (A*E)no
Tatr 2, o 7
n N, [ %o

S R T A e e AR < Atg

=3 Vnpna= A<

A ATl |,
2.Fall: bi= 2 2 A =5 lim b= 4
Nn-to 1] L2 y A
A= lima = lim 5, 2 4
o n-e n-00 ©
Bsp.5) Se@ ,5>0 , imn°=s
n=r o
.. . | | | 12 nzn
Bsp. &) Sei €>0. Wahle n,e N s.a. n, 7 A+ by =5 n-4 z EE‘ ,
=> (A+E)M = Atne+ n['\ Al |4 n(:MlEz <A

by
= [AvEl >R/ Acn"/"‘c AYE = |A-n"M<E ¥nzn,



Bsp.?) 0<x<4, keN
T2 [liml n%x™ = O (Beh.)

RBew. : €20 LT
. . L h=200 | | L4 4

N- oo

im | D% =X X [
n-» 0 2

=> 3n, €N VnelN mit 020, ailt

L
n‘s/n_x < 22 ¢ ¥
EENREREPENEER | ]
=> 0 §nx <€ ¥nzn |
ENEEEEEAEEEN . (A)
Lemma 3 (x"ﬂ)'n%.xn :Fc.?lo‘f, .;n |R
[ Xa 20 YViheEIN | [] | £ |
- } S@A P&IN = lim xV = x7?
* limx,=: X 20O n=- o .
n-2 00
C Bew.: A Fall:  x=0 1] HERENEEEEN
EEEEEEN _.SelﬁE?Oﬁ.-%b Fn,e N ¥nelN (nzn, = x,<€")
' ::::) \N"' x'yf' £10 % K/P
|2/ Fallt [ x[>O L] |
NEEN Farla > O g.l} (oL -'4)('A+'a+:a"1—.'.. +a.P-4)
| o
e ey A e ?
ERANEEEER
i = Xa = 1 XAn 'yp —
=> < = => —_ E
a2l o (S

] I -y
| => | lim )(/" = X[T | | ||
n-> 7\
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Def.: | Eine Folae (Xa)pepy reeller Zahlen heisgt beschrankt , wean
eine Zawl c > QO exishert, s.d. lxnlsc_ Yine N

Lemma 4 (Xa), (Vo) ¢ Folggn in R

lim X, = O, ¥, bescheankt => lim X,Y, = O
n-? eo ' _ n-= "
Bew.:  Wakle ¢ >0 s.d. ¥nelN : |y, ¢

Far €50 wahle vy €N s.ad. Vne lN -

NLZ Ny [52] 1)Sn\ 4 % / dann: Nz N, = lxn\/nl L \xn\‘(

3
!

B4 b F il e i PG

| n- 0o

“ede Konvergpnie Foloe (Xadpnen in IR ist besdainkt.

Bew.: | X33 lim X, [=>

Fn,€ IN Nne IN mit nZng -
n=» 00

| X1+ x| |4 1]
Vn;h,

=5 | [ Xa] 161X X ] € x|+ A
Cliz homax T IX K, X LT, X134

I:=-> X[ ¥ < | YinelN 'W

Def.: Eine Folge (Xa) in IR heisst

Monoton wachsend wWenn x“;a 2 X, Yne N
© wonolon fallend wenn x,,. € X, ¥ne N

-'----fnbvﬁo_*rdn, wemn | Sie | entweder wmonoton woadnsend |

oder Monoion fallenct Vst



] _S_A_l_z /l

%eale, movm*one— be.sdn,rmkk_ \'*o\%t. IR Konveraiect.

Reweis ¢

Bsp. 8)

(C"W)nem Folog, m R ;| A= ia...',\\ne ‘Nl Jbescnrank |
L AL el .(‘Ln) wonoton wadhsend |
| = sup A ((per Kap.A)
Ser £>0=> dAneN s a, > a-&
' :.-b Ve N wit n =0, Ak
e Elad el T T
ﬁ=>_ hm_an?d |
Nn-3 o0
| 2.Fall [ (q,..) ono fon '?“uenol
HERERREE; W){-’.A 4] a.na.‘.ocd wie A Fa.ll] .
Sed a >0

Sl _x°>o X = El(X, _+x°) xp:= A (X, +§;‘)

eds | IS 4 (x +i ) ( Rekursions formel)
Ben, = lim X, EHal |
| n- @ _
| Bewd. *l Ui K. 2Ha' V2 A
S [ . A | A 2 A a -
x:\?);t.( n4+;:_d) '.;.(‘xﬂ-a-x“‘) =i

a A
nyal T Xq -%(xﬂ"‘;‘)‘xﬂ = Z(}‘n-x“)
=12 a-xE) s ©
2Xa |
S1 . L
=> Der Genzwert X:=lim X, 2 ' exishert
| N~ &0
= e =1k L T B T
=P e il Koy e Sl (e el o
=y xzm
: 3
Beathle : E’n = xn-'-,;' =7 Em—,g < 6"/2_-(3'1 (sdnnelle.
| . . l(onuexobznz )
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€0

! } DolypaiCr o s dnl - 2n © A
BS?' 3) P10 $-iSr=rZnA P"/P“*" w2
' 2 2 1
.. n Cn niA P P e ?
: < <& ¢ n ns B =
|u"""3- n+ A (P,,.,.) ka4 T ol o A W )
5 | .
. %E' :  monalon ?ul\&nd b [ 2 Ha

f’rym: wonolon WawSend | £ 2

= ElpelR s.ol. -f"@p l.m S}

a o’
N | L]
% 1212 alel lose Zn2n et 1(2K)
R /'é“*"_ T A3 3is| BT (2a-2eta] | ch.lA (2k-4) (2k+4)
N.Walis 4646 - 4703 ¢ limw, = T
n-=> co Z
F‘z . 2 -1
no ntAd 1R L d Pn |
e A P2 e e B 2 ) =3 l‘i:\m"‘__‘ﬁ‘ = 1%
2n (2n)} Wl 20l | 1201 [4.8-L 1 12a-4 [ 2n |
Bem. : n > v i i B 1 ol = :
_ (n!) (2-4-..."2n) 2:6416...12n
_ zzfl Il 22'\ 4-;11
Pa Il Pa
e
e Bt [ &
2n of" (5 A
= ~s —— ]
f ) s | |7 gt ?
e

Dg = X M*Q/\'\%Q ' (xn)n@.m Fol%, m X

ASN <N, €Nz <.  ne€MN Kz4,23, ...

| D;E. FO\%Q (X"K]REIN

heisst Teilfolae | von (Ra)pem

Sei i N =X die Abb. {(») = X,

Seal @: NI die Abb. Q):=n

L[’ st ikl monoton wadhsend , d. Q(k) < Q(kva) YK€ N
Dannist f2¢ 2 IN = X eine Teslfolye von § = (Fq)(k) = X



- Lemma G (X al) merr. Rm

|| (X,.),,em Fo‘-%r. in >< xe X|.

) (%) _konuc,r%ie;{ “&""&V‘ x =2 ede Teilfolge von (X, ) kenv. cae‘aemx
- ) (xa) Monverpiert aitht qeqen x| = Jeso 3 (Xa,): VkeN d(x x)Z2E
- 4k) VE€>0 YNe N neiNsd. nz N, d(xa, x)-<E ]

RCRETC NN

'ﬂkl

S .d. X‘llm | X\
| W= |
E;‘ erxm 0{185?. otqu,‘va\en’ren Redinaungen n ) e/f{‘ul{’c sind
_ S0 Nennen wic X einew Houwl-w%‘spwhk\- Aes T—'okoae

(>< | | |
“e‘” ,.,é\_\/_, waendlion viele rohaemgueote/r_
;\;‘ x/, ™ E’e (x) {:ar Jeckes £>0

Bew.: 4) Uy,
) X, konverglest nidht aegen X
A (VeEzo In,e N Vne N (nzn, = d(x,, x 48))
=> €20 VYn,e N An€MN (n>n, A d(x,x)Z 1€)]
[ [dlel=l0 Yke N | | | _ || ||
C Ngi=ineiN|nzk, d(x, x)zelx &
- Sen Yy € Ny das kleansk El} dieser Mondge
= Q> k Yke N, d(x tmof") > e (cha A)
= Q(A), n,:= Qa7 04, 0gi= Q(n,)
'ﬁ'=>d(,,k,x)/£\¥\( | |

k) =" Su €20, NeMN = Tl ¢ IN Vke N
N (k2 %, = (X, [X) <€) ,
K:= max§k,, NS  nizh, 2k2N, d(x,,x)<&
Tt TR KeN s Ny: in&_ll\l_ln?k,o{()in x) < -"1
| = N, X 2 VkeWN, Ser Ce(us Ll EIY auws Uu.
o= 9, Ce(m.) Ny = Q(na), i |
RS TINEATNBE ON2E TE BEYE f{’(ﬂ“)e Now

ﬁcf\Jk (XnK,X)<—- VIAGN | v
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SATZ 2 (Bolzano - (Deierstss)
T A784-A348 | AS4S - 4897

Jede | besdwanile | Tolge ceeller Zahlen besitzt elne konvergenle Teilfolge.
BQMJQ/‘S‘ (x“)nelN FO\%‘. fﬂ ]R

C>0 s.d. | |Xa| & € ¥ne N

'Dq;nlue' far me IN ¢ b= sup{ X, |keIN, kZzn]
=> by, S b, VYnelN (movoton {a\\anol ! 4 ¢ | b, £ C ¥ne N

:-.45 (\o konve.r%\eﬂ 1 | b= llm 'Dn

Bew.: b st en HEWQMﬁSFMk* ader Folcan. (x“)oe-m

Nine In

Seil €20, NeiN | i Wahle n € IN s.d.| ¥neIN: | nzn,
=% l\" \D] < &

Definiere s 1= max fn,, Ni wd Lahle kzn sd. b -Ecxpsn

=> |xu-b,] §

L kzn 2 N}
s HEEEN

b= 1,261 € 1xi - b+ Ibg- bl
< €+ E =g
2 2

plm N M

=b 'Beh._'_{ 2| levima G 7]

J_. Sei (xh) eine | beschrank e Folsér_ m IR. Dann ist die |

FD\% mono-\-on -Ea.ll&nol. und bescmakt .
bn:-‘_" S(A-P x'u .

e  Gremz wert h&ss’r Limes Supenor der Fol«ac (ﬂ-n) wnal

Wicd ™t | oezaidamel.
b:= llmSuPX = lim SupXx, |

N~ do | N-280 KzZN

GenmSo st oliie .hslge , monoton wansencl
A= b xy |
Kzn |

wol besdurankt. Ihr Gremzwert heisst Livmes ln ?f)ﬂo" Aer :

Fol Xn) wad wird vt | |

¥ ( ) i = hmmg Xni2% lim | ind Xk
Nn=> oo n=200 xn

bezeichne). |



Bem.:

A Der Reweis vown Satz 2 zeihai',
S inol.

2. Es ol a, € b, YneIN. Daver o s b

2. Meder wetere HP x von (X.) C’;»QCR!H_ a$xsb

dass a4 uvd b HP von (X,)

Bew.: Sern €20 wndk ne€ IN|
= Ak eN , kzn, s.d. |X, - X| < E
=* Bp-f € X~ € X| €I X ¥€ ¥ btiE
= An-E < Ix €8 rE YeEe>0 ¥YneN
=>  a'$ X $»
L. \lri\': ;:gxw - l:v_\)s:;.pxn =1tx =» (x’n) konf:e_,rgsiexiwnx.
IBe,w.= Ubg.
Bsp. A0)  Xp= (-A)" = i =-A , imsupx, = 4
p- A0) ne (4) ‘mg\’ 2 lim sup X,
’yn = (-/\.)n*": “W\;nq- _‘)/n = -/1 ) thqP yn: 4
n-s oo =2 e
Ao *Ya =0
|U'oa H lfmsu,px“ o ]u.n---wnr\‘1 )’n lw\.sufn (x.,+y_) ]lmSuan
nN-= n= 09 =2 o0 Vi— G
\fmSuP)/n
=2 8o

Bsp. A1)  Sei o € R\ @

X, i= ne = [ncL]/ [nal] := maxﬁ_kEZ[ kéhd-l
= X, € [0,4)

|Gk« Yete 2ol x € [047 isk HP von (Xa)

Bs?‘/l?.] Xm0, [ X, 15 O X, i 24 | Xg= 0, xgr;-: Xgi=
Xy 2= kAT | K=0/4,2,..., 271" m= 4,2,
2> Meode Zaa| x € [0,47] ist &n HP vown (X )\m:_.‘N

-

©3



|Mb% : BQILQ. ch&g in \R hat eine _Wll:.'bno’t‘onc. Te,{t@o\aa,g

Das Camcny - Kritenum (X, d) ¢ mer. Rm

(Xadnew Folge in X gegeloen. Diese Folge heisst Camchy - Folge,
wenn Ve>0 Fn,eN YrumeIN ¢ nm 20, = d(x, X.) < €

Lemma 7

'3coLe, kowuexoﬁﬂmﬁb Fg[%& sk eaane Coua.d‘l‘;—'\:olcdﬁ. _

Bew. : St (Xp)nem oine konv. Folge in (X, d) wnd x_=='}ii_nxn
Sea €>0. Wahle ny € N s-ch. ¥melN mitwn 2n, gl
A(Xa,x) < E =5 VnmeN mitnman, lt * '

A (i, i) €L (] x) + ol(x/ X)) | < | &
L e
3 = 7
[ermma 8

S& (Xn)nepy Cine Canchy ~Foloe in (X.d). S& (Xa,) . eine
Teilfolge die geqen x e X Kkonverniert
=> (Xna) kowv. desgen X |

Bew.: Sei €20 qeaeben a) In,é N ¥nmeiN: fals um 2z n,
=> d(Xa, Xm) ¢ £
b) AkeN s.d. ngzn, & d(Xa,,x)<2
=> Vame IN mit nzn, @ d(x,x) € d(x, Xn)td(Xa,, x)
A S—t
45/3 < %
P |
<&
Vi
Lemma 4

Jede Caudny - Folge reeller Zahlen ist beschcanks.



Bew . : (xn)nem ' CGM'.\'\y" Fol%?. N IR
Wahle n, € IN s.dd. Ywme N ailt:

u
e Yn Z nb 3\‘\‘— Ixn‘xnl

PRI IITY AED. 8}
$ lX\n'xn,\ +lx“ol
¢ A+ IX,,|

= max Ll 1%l ) 1Xn, 01, (Xl 44
=> |x,| € € YneN

SATZ 3
Nede Coamdny - Folge reeller 2ahlen kowvergiert.

= | LR+ (Xn) st oescmrank }

=> 52 : (x,) Wt ene lcohue,tcabn\-e. Teilq—olea‘

= L% : (%) konoeraiert 0

Def.

Ein meicisder Raum heisst vollstandia , wenn jede Camchy-
Fo\%t. W (Xj O*U Lcnnuu‘ﬁioﬁ-.

Bspe) A, X=R, d(xv) = |x-y| * volistandiq
2. X=(04), d wie oben : DanonSJrﬁfhd,if?H

3. X=Q', A wie oben {u\uol.ls-i;ndicj,

Bem. : Voﬁﬁi%'&no{\'fﬁdeMI‘Om ( Dedekinel: Schnithe) ik
W okasss j 3
e uw
s/ af  =>  Inkroalsdhachlel ungsprinzip

| Ctlag.
Konv. besdns. wion, Rl%u.
§ Kka/s2

K453 L
Bolzano - Weierstrass =>  Wede CF reeller Zahlen Kony,

nw 2 n, => A(x,, xm) < 4

6S



44

" Y
Folgen in IR” (wit euld. Momr-(Z(x;—v;)‘) T3

X o (Xl Lol a) T () =] (XG0, 1oL, e (ki) | € R
L Folae n R", ke N

Lemma A0

Se’.‘ 5 = (54:"-1 sn) = ]Rn . AO\W\}O\.\M"F S;ﬂol'-
) (<) o, gy 3

A ;= Yim x: (k arl L= A reion
) 5» k—'mo‘() ‘E“

Bew.: | <) => &)
| 5:-x.00] 5 5= x|

©L) = 1)
ORI EE SR TIORE A3 0 IEK.

N3 - =<l 2, 11':?@ [5-x@)ll = 0

—

= ol (¥, ()

E [I§ Kk
u‘f;lx( ) 7

S5y

SANZ |4

i) "ede Caschry - Folgg in IR lomvergiert
#) ‘eds besow. Folye in IR™ besitet eine ko Teilfolge

Beweis: ) A(k) = (X.(k), »+-, Xa(k)
(%) we m O’“‘Mdn; = (X (9))eenn Camday| | & & A, -0
Ix; (k) -] € ||x(0-x(W &&r =4 .., n
=» Sata 3| (x;_(h)kgm kownu. -Q_C."r £=A...n

=> Lewma A0 : (K(U)um Wowy.

v

-



44') 2ur E\':nnerwncaﬁ Mede beschranile Fo\% s R" esitz) cine
kewv. TF.

RBew. via Iwnd. Gber 0 :

IV: mn=A : Satz 2 ( Bolzans -Weersirass)
IA: n 22 : &) ot iw R
1S Sei (xW)yen eine besturankie Folae im R, dh, 3 c>0
Wke M ¢ HIx()W = (%097 . x, )% < ¢
Definiere X (k):= (x.(k),.-. ,”(k)) far ke N
Sl O] MM X VkelN olh F (R T8} Give
b({sdnranl&"& Folae in R™
=>! J[TF k)< k,/< Kl<.L. | sidl die Folge (z(k"”vem
Konvergiert. Es ailt =[x, (k\,)lm S c VVe N, dh.
(Xn (&), ey ST beschi. Folge n R.
=5 Satg 20 [A TTF Vi< b, <), &I T §5l (><.,,(\(l,ﬂ,\)Jmem1
Kownvergiert.
=> L6+ [R (K ))men wrd (x4 (K )men konvergieren
=> L40: (x; (M) ey Monv: ¥i=d - on
<> LA0 = | (X (Kyp)) me g KoMV, i IR".

__{3_ Sei X aiwne Menge . Eine Relatrion ~ © X* neigst
Aqwua\emarcl.a.hon, wenn sie | reflexiv, Sy drisch
wnd Fransibv ist dh. W ox,y,z € X ¢

X~ X
Xin & 1659 i~ X
X~y Aly~zl =bIx~2

Far x € X  hesst die H&ﬂ%t. [x]:= {Yéx | x~vi
}ﬁq“;.wde,nzktasm. Jon X.

Bem.: «VixyeX @ [xIalyl=g v [x1=[y]

o —— - —

¢ ¥ixle! X [ Tx € XY

%
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Die QuoHemknmexqe der Kctm;\m\?,nzce\mion ~ ad
X ist die Menge -

X/l EE {[x]lxexl = 2&

BSP./I) P €N
Far x,ye Z definiete X~y iy x=y st duch p kil

oar '

| <=> x-y € pZ

{xtpylyeZ}

>t Pamzahl => Z_ pZ ist ein KSrper !

BSP.Z] Q wmiy Metax d(x,y) := ]x-y\ %L'I.r x,y € @

X = § Menge der Camchy - Folgen in (@, o)}
= {(X“J e @™ \ (xn)nem st elne C'FI
S

Nne N

hierl}ar benurzkS £ st per dﬁf
2war Teell, Kdnnk abker aenauso
qut konal sein,

Nan : (Xﬂ)nein + (y“)nem TR | (s y")nem = N““{Ob&c'

Der Quotientenraum X/~ ist ein U.o‘.l&\ﬁnol;b&.e.fj geordnelor

Kiir er. |
9 X = [(Xw)nem‘] € X/~

= Llvnlnenl € X/~

Xyy |- [ (Ka)ne i * (Yﬂ)nem I

Xy [t= T (Xa)pem® (Yn)new)

QO = LI0o)nens 1 1=/ % “4\40\05601 |

A [(Waen 1 - {" E‘\"‘u{“’\“&m"}
% | ET X e

x50 &= (Xa)pem St Keine NDF

<» T5>0 Fn,eN VYnzn, : X2 S

]



A (o, {.'.-.usncno}) ]
T Yia falls ny 20 NEWN

Pl ix-—- [(x,.')nem'_l | 3§>0 In,eIN: Va2,

=% (X, 2 8}
— alle Axiome von IR Uewnew durdh

diese Konsiruhkdionen erfilit werden.
—  Alkwa live Wonstrukhon von IR

Deg Eine \\)u.“-gu\oag_ (in 1'R) (St aine Folka. (\‘ee“QI) 20:.‘/\\8!’1/

die RARN Nul konuu‘%ie}'l’, AWy, | r!iohmx“ = QO

Reiwen

o0
Sei (Rn)peny @ine -Fol%!- reeller 2anlen. Was st wnt ‘;‘Q“ cbe.mein’c?
Antwort: Wir bilden die endhchien Swmwmen , d.h. PartalSuwimen,

Saliw ALl L IvA, [® Zq: . ne IN
1=A

De§-=

(q\n]f\em seil eine Folcr. m R. Wir sSaqen die 'Reihe
b
nz_;dan Koworcepers, wean die Fokkq (Snlnens der Porhial -

n
Suwmen Sana; ,NEIN k.owex:sie,r#.
=4

W diesem Tall bezeichnen wir deren Grenzwert mit
=Q n

Zon t= im Zq-l
n=4 ﬂ-')m;,d

Wir Scx..‘ke/v') die Reihe oh’ue,r%;efl‘l-) wenn ' sie nicht
Kownvy ergiert,

co
Bem . : Das Symbol Zan hat 2zwe, Beol.em_+un%zn :
n=A

-6} Die Fol‘a& (Sn)ncm der PM'HO‘.\S{&MM%
i) Peren Gromzwert, [alls dieseq existiert

69






=
Bem.:  Faly die Resne Zan Kowveraiert  so 15t die Fo\%e.
n=4

(@n)pen €ine NF. &
Bew.t | @h= Sn < Shes . 1S Lad= lim8a= lim S,

n=4 n-a n->0

ma, = lim$§,-limS,, =0
h-a0 N0 N > 00 A

S0 20
Bewm.: Redf\emrecaeln : Zaﬂ 2 Z"’ﬂ Konwv. Reivien in IQ, Ae R
Nn=4 isd

i Z(a,& k) iﬂ% Konverqiere. und Z(a«-"bn) =
n=4

neA w4

ia,.. t ihn " iﬂan - /’li%
nTA ns4 n:4

neA

)

Bem. : | Sei a,20 Yne N,  S,=2la, € S..,

a9
Y0 Konvergiert  e=>  (S,), . Jst bescheankd

n=4

A otes gedl cxecd Ao 1l ¥

BSP. 43) Geovmelcisie Reihe
Se, 2eC ~%+ |21< 4. Dann Konuufaieﬂ- e GR :
<o A - am4 Qepd
nzs.nzn-;/‘/a-z); Snizézk:ﬁ -—P;-L':‘—’j;-"
Bsp. 44)  Harmonische Reihe
Die Reine 2:{ divergiert.

n=A

Béw. ! | &)= 4+{‘£+ ‘.'_:l‘+,,,1

A A
et (s A (4 r 4)
o0 x4 A4 A
7z A+ D2 o8 *Ad=m —Pldo

H
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Bsp- AS)

Bsp. A6)

Bsp. 47)

Bsp. 48)

= Klksa)
n
A A A A
K kA Sn 5 k('b(\—..&) A ey 3 A [

- A V1= 2emaa

e
K . y —
“Z:;((‘A) ghivecaieny. | T 1S 0e { O 1|t 2w

o |
se@Q, s>0O , die Rehe Z N, Komwrgiert far §>4
i I divergiert (ir O<s¢4

Far O<S €A wtd Nl E in =5 Dioe,rchenz

= ; - A A
S A S AT )
= ¢ (C—"‘i‘ e '.?-S]
+ Lo,
A A4
L€ (2{*‘"‘35 {Zﬂ- 4)5
A w4 A
5’4*25‘;*‘\"‘,*‘ AP AN W
™A ™A
A-S K
= DY = (27D = Konveiqenz
k=0 k= o

5. M
A7), A

REECORERE N

0
—2 Riemawnsche ¥- Funlkion ! F(s):= Pin® Isle Q s>4
| n=4

Es %;“—: 5 2) 3(‘:) = ---. ) S((G) =

LSy

beN] b # 2] mitl [X,] X Xq,1.L [€ {0’412;.__/5_43_
D\.Q Rdhe >3 Xk . _
X|= Z = konuc,rﬁseﬁr. X = O X4X1Xgq...

k=4
) {Rr b= A0 ¢ Dezmalbrwn

i 4
-Fu.f XE€ [c’l ]% {&r b= > B;m'f'id‘u"-
Sl?.llwm}

&-I}‘

oo
Konvergenzbeweis =
k4



n
= o-A L"‘ A A'(‘yb)n = A n
Sn B ; bk = b = ',Vu = A - [/b)

Jede reelle Zawl x € [0,4] lasst sich so darsllien :

Osx< 4, = [bx] = max {oeZ]k £ bx{  Gauss-
| | Klammer
= et (x Zxk %)) = Rekussions - ‘ |
K= e

Oba. ¢ &) Xxa€ {04, ., 6-4] -
PRI ERFREEED IS ..
w=A K=A

SATZ & (Lebniz - Keitesium)

Sei (a““)nem eane yoneton fallende Nalfolge , dh.: O<a,< a,
Vne N | lim a, = O . Dann konvox&eﬂ die allkimerende Rmhe.

2[4) Ap . Aussesdom qilt fae S 2(4 A, $= lim S,
die u.n%lb'\c\nwﬂ% |S-Sal € @, ., Vne N,

niA (

Beweis : sz *|Sal T ('4) Anea amr?-) 1 .

?LLYP (S £S; €.

2 4
4 Is4o
54 S, 55 s? 53 Scslu Sg ss S+ 5.1 Se
=TS 24 - o 1 Te) =y,

=> Jop.4/5¢ : AlseR: YkeN: seX,
IS 2\;4! - az\c e &
15-Sau | < 165~ Sl =% = O

Sak-4 Sikaa S Sax

73
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Bsp. 42) dllenierende  HR

oD
]
24¢ss4 ... Bewes folgr e anderes Mal

SATZ Q| (C—GMc\v\y - Kol &ium)

Sea Z_Ctn eine Reihe komplexer Zahlen. Die Reine Zan konv.
n=A

4N am d.mn wenn (VE‘*G dAn,e N Yame N : (MMJ}'% =%

Zn:CIk < e ))

k=mia
00
Beweis : 2 Ay

=

B
oo =Q
ZC{ konv. <=> Die Folge (Sn)pen konv.
i &> (Sa) ist Camcny |
(=> YE>0 An,ée N Vume N: n>m2n,

lgn = Sml % e m
SATZ 7 (Majoranten kriterium)
b e
Z‘.dah : Reine in €, 2 yn koav. Rethe ' R, ya > O
ne n=A

[+ =]
mt O < |a,]l € fun Yne N = 2l Konveraqiert.
n=4

, S6
Beweis: Se. €>0 => Fa,e N ¥nme N: nomzn, =>

n
Z}rv_. k£l | =% VﬂmelN mit n>om 2 no ik
K=m4

§ [Pyl < [Pl BTy <l

k=maia k=mrq U= meA

S6 :
=> D Reihe an konuerﬁ\tﬂ'._ )
A=A

=2



Oel. :

Ewme Reie 21 a, in € heisst absolmt konverqent, wenn
n=4

(%]
die Rane 27 |a,| kowvergiert

. Dabei ailt: abs. K. => K,
" K. 33 oks.K
n! Ai24 | sa 2
BSP- 20) a, = n“ T = N —— = ;;
) o nl
—p Z -f-;— Konversiert (Bsp. AF) => Z :" konu?.r%;eﬂ-.
n=A n=A
A A A 2 A
/ =z —— Z — = : ;
BS? .2-/1) Qn m 7 W q } 120 b ém (AlVf/f%\efr*.
Nyt
HR

SATZ B8

( Quotienten kritesium)

°0
Sei 21a, eine Rehe w €
n=A

s.d. a, 50 V¥n €N wnd der

Geenzesk q = 1}:-?00 I%Lfl exishert . g < 4 = ab.s. Konuertamz
9 > A = Divergnz
Beweis !
q>4 ¢ [3n, €N V¥ne N mik n>n,: '“"l > qrwl) |
2> ¥z wnd ¢ [lall] > -(q‘m)la“\ |an |
e dhver anert
- & Yo |
(44 A oL = q;'d 2> dn,c IN ¥YnelN mitn2zn, %i\{-=
Ansa < | = Far hZn, ﬂi““
n
el bk lau..] € d Janl
i Va2 tlaa] € ol-“-ﬁ‘lo'“ant,l
SCAC mux{d. lau[‘k-A

,ne) = Ja,l € ca” VaeN
p Pie Rehe 2\a
'ﬂ

kom)e,ta{er#
LEY |
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“4)e .- (S-n34)
bop. 2] (5] St

Beachte: (f,)=0 far 5= 04,2,... n-4

B (3):= Z(i)z" , wenn: SEMN und 250 ¢ a,*® (?‘)2"
n=o x O
. Anis | | S-N = jb"l
Nun: o= s I'nﬂ z| I,ua‘zl = ll2]
n ;
=% 121 < 4 kcn\)@f%iﬁr*_ BS(a)
=> lz| > 4 divergiest Bs (2)
Bem.: se N, = Bs(z) = (4+2)
BS?- 23) a,-= [2"“ , N Ctu‘a.ole ) bedrachle %Ln::
3-“/ n uhoau‘uole
. Qa -N-4 n -A 3 i
falls N ungerade : ) FellLBERE I Az e

Ly | obwohl  wir (wissen - ian konuerhieﬂ. Das Quotien-
Nn=a4 |

lemkrileriaom st hier aber ﬂu.l-zlosi,

Bsp. 47 - Redux)  w,=n° = ‘%:'1' 1 (;;4)8 4

> S8 Sant hier wieder nichts b

SATZ 4 ( Warzelkeiteriumw)

ad
Sea Zq,. eme Ree in € wund L= limsup anl%' e [0, =]

A4 n-—-= W

L< A4 => obs. Konverqenz wnok L7 A => D:vezrog,nz

Beweis: L>A = |a.|> A4 {G woendl viele Fol g 4lieder

=> Diveytmz

Wihte s € Rs.d. L € £ A . Wanle n.€IN
sd- YWEIN @ n2Zng, => |a, | < o

L. <l A =

i S
=72 \a,.\ < u.% VnGIN Mi+h,7/ﬂo -‘—-?'J Konve,!ca(’_.nz

v



Polenzreiien

=]
Z'an?_-" ; A EC, 2e C |, wed inh,rpte;i-ier% als Fdl: €' = | C
n=0

z ianz“

Eine solche Keine Yeisst Polenzreihe. ~=0

"1 =l g ol # ]

v

Wurzelkritenum @ L:= ]lm SU'P ‘qn

Die Rewe kovveraiett, wenn L < 4

Del. ¢ Die Zakl ¢ :=

fadius der Reihe 20,,2“.
n=

SATZ A0

oo

Die Reine Zaﬂz“ konveraiest Lar l21< § wnd dive,r«a{e,r#
n=o

far |2| »

Bedeis [:] | SO il Li=! |21 /@

Gsp- 2) la =i4 T, -E‘(i‘) % ZZ" = [@= |2 {ar 2] <4
h=0
Diese Ree dliveroiest far |z] = 4

Bsp- 258) a,= n°, se @, {(3) S IE 4T %

n=A

) =

- g = lfmSu.f (n's)y“ = hmsuf:(

n-=»o (fl'
- Konuarcaan’a £Gr 214 4
5| ISi»Al 4 F’ (2) kovnue,rfa'mﬂ- -Et“if \zl = 4

O Isl=l4 + T8{2) = iz“-n“‘ oliuert‘a'\eﬂ; .Eat‘ z=
ned
koﬂuerﬁie,rl‘ {ar 2=~/
A $12°
Bsp.26) a, = Suy exp(2) = Z3%q1
n
Quotentenlkkeiterium @ b= -z-l. -
n

77
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|=24)= |2 - O

Ly Diese Reive .konuenalaﬁ Qar deoles zeC

Kon ' i : ='_"w,% AN Ya YT Y =1 i 1124
onvergenz fadius g (\!h_‘sm f.(:nl_) ) | ('n)

n-> e

= 00 , we erwartet!

&0

Beaeic\mumdm= 32‘ Q*P(Z) = 2“2_:"

L]

n=0
a9
L
| \
n n'

]
N

e = exp(4)

SATZ A

Vzwe C: i) exp(z+w) = exp(a): exp(w)
#) exp (0) = A
k) exp (Z) = Cxp(2)

Beweis folod spater...
Korollax A : Far jedes O € R : [exp(i0)] = 4

Bew:: | exp(i0)l* = exp (i6) - exp (i0)
exp (16) - exp (16)

"

1]

2,34828 A6 28459045 ...

exp (-0) - exp (8) = explo) = 4

u

%_ Die. Funkfonen
ws :* K= R wnd Sin: IR - IR
sind  deliniest durch
ces(0) : = Re (exf(fe)) = 4 'GQ* ket g Fere

S;n (0) :

i
<
1}
= 15
+
1%,
|
19,

b (exp (i0))

Dann 4ilf die Eulessche Formel @ e'%= Cos(06) + isin (6)
nadn  Dedipnition, '



Kotollas 2 ¥V 0O,0°€ R :

l&\,a.: VZwe|( A. Cos\n(zi-wj)

£) cos (0+0') = cos(6) cos(©') ~ Sin(0) sin (0)
sn(0+0') = cos(0)gin(0') + sin (0) cos (6)
#) cos(0) =4, 'sin(0) = 0O
4) cos(-0) = cos(6), Swn(0) = -sin (0)
W) cost(0) + sin(6) = 4 1]

. | |l 2 T L - .0
_Beuu._i PIrS e4[9+9) - ot i e:a@l
(Ker. A) ) &= 640_-"' A
) e e e®
) => |e®®* = 4 7
0 - © -ib
. € pe] Pl t@ =R
cos (B) := B wnd s (0): > {m‘ @6 «

Der Wy perbolisthe Cosinus wnd der Wygerbolisdhe Sinus
sind die Funkbiovien cosh , st © € = €, die durch

2, =2 2
e +e =A+2 =

cosh(2) = 2 o + = P
cjeE+e T | 2.2
swnh (2)...— - =l 24 20 + & |- L

JQ,?AWJ ert .S:no\.

i

ceshn (2) cosht (w) + Sinh (2) sinh(w)
S (2+00) = ot (2) Sinh (w) + coth(w)sinh(2)
2. ¢osw (0) =4 | sinh (0) = O
3. cosh (-2) = cosh(2), sivh(-2) = ~swh (2)
4. cosh?(2) - sinh’(2) = A4 |
mik  cos(B) = cosh (1€)
vsin(6) = Sl (19]

i

Um SATZ A 201 beriS'QM/ bEﬂE‘J'MC&% wir 2ues abes! nocly
den SAT2 A2:

f o
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SATZ A2

Seien ian wund Z'o absolnt L’.Onvercap_n\e Reahen kowplex es

U\"O

Zahlen und ¢, Zaubnk L nk O[4,2,]

00 0o
=> Die Reive. ch konuex3 e+ absolut  und ZC“ (Zak)(ﬂb")
n=o k=0 k=0

Netay: SAZ = S (i) (Beweis v. SA4)

exp(z) = KZ:::ZR/\(‘. , exp(w) = 2w/ Diese Reinen kon-

V=0
vergieren absolub: dyr Z, b, =W
HE-AFCEN IR A"V“- K -k
C. = kzgl@qu n-k = = -E{(-:___[‘)l r é\:‘; k“(h_k)l‘z w“
. o 5 i o _ | [ |
S Bl e
n =0 i n=o n=o ) | |
%!
RBewess Von Sata A2: L] ]
o0 o n i n )
A D0 lanl 8o Don] [ 21 T e s L [ 2iaue ]
n=o n=¢ M=0 m30 k=o _
n ™M
< 0 2Ll b L e
m=o ko
- Saut bl = 2% lagllnl = (Rlad) (Z1n) < A2
KV k=0 =0 k=o k=0
k¥r$N .
) 00
=> ZC.,. L(OV\UEA'%;?J"\' absolut  d.h. Zlcnl < oo
n=o n=o
Sei Yy =*(Zlﬂul)(2\\=vl) AR il
k=0
n
Flen-(Fa) (el = | Sent, - T = |2 ausr]
k=0 k=0 Kik SN [(‘:‘::':' kS:,:&ﬂ i
Ke n
s 2l laulley] = 2 [auby] - Dlakby| € dp-dp,,y = O
Kén, bén kén LA _
ki €n Vén H"‘/z %



Def.:  Se&i (Sn)yen eine Folgg feeller Zohlen . Wir screiben

lim 5.2 00 , wenn ait: ¥e>0 AneMN Yae N : nzn, =5 S.>¢

n-200

]

S (Sn)peny MoOnoton adhsend , dw. S, S, Yne N
Dann ailt = Wim § 1= 00 <=> (S,) .. it Unbeschranki.

n->a
Nadh Satz A wuwd der o\cﬁoh@n Bemarku.n% lbesitzt Gede
monotone Folae (Salnem in R u {0} enen 6r@n2w®r+
Si=lim Sy € Ry feo}

Sei S,€ (0,/0) {ar ne IN, sid. lim 8,€ [[0,0] existiert.

n-= &
Dann oéil’r‘
lim 4/S4 = A/ \im S
n-s 0 n=®

Bsp.) a,e €, ne INg

n a0
S =t Pl | | Delintetel | 1 2T {ah|l+E e 54 ¢ [0, o]
kK=o < il n- 60

Dann ajlt: | Die Reihe an Konveraiest aosoluk
4= 2|a | < =

Bem.: Zola-n‘ = Sup 1 é lq.u”“e lN} =

= Sap { }Ze.nl_qsl \ e N, endlida

M Se. B eine endlidre HMenag und §— R: ‘a\—-‘; ay
eine A\obilo{tmcam Wes ist aaeme:n*i' mit 2%0.
JG
Antwork: Sei wni= #2. Wakle cine biy- Abb. @: §4,... nf = Y

Deliniere &é‘,aa} Ryt Ayt -t Agea

= D:e. rech e Sesle olI‘QSQS' O‘QA‘C\V\M"Y l‘S'l' utﬂa\l:hﬁnaa‘-a,
von der Waw| Ven @

81
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SATZ A3 (umordnm%&bah]

Sea (Q“)nem eane FO‘-Ug— komplexer Zahlen. A'qwidal%% swnd

0
i) Dla,] < © (Die Rene konvergiert absolut)
n=A4
) A5e @ YéE=>0 Fn,e N Ve IN: (Jend)a(§0--- niech)
> [a-Alat | <€
123
) Fac jede oij. Abo. §: IN= N konvergiert die Reine Za
(und der Grenzvert Z.LP() st waabh, ven der

Q)

Wawl ven ¢ )
Pewaess :
0 )
) = ,a,) : Ch= Zla‘ﬂl < 00 =% 2 e € exighierd Gerass st
Sei €>0 oau%e/be,n Wahle n, e IN s-oh. Zlu |>|cre
A n=4
=> ¥ne N mit n>ng: Z‘]akl < £
kzﬂoid

=> Far \Sed.e endl. Te,i\me,n%e_ BC.IN mit S_A,-.. nol c n :

ls-%!naé] lim \Za Za&l < lim (Z\o.a,[ 2‘“&')

n-> o0 ’4 n->o

s lim (2[&“-2[0\&() 7

—

M) = 4ih): Sen s wie tw ) umd se ¢: INS IN eine el iy Abb.
Sei >0, Sei n,e N wie in M)
= max §97(4), 977 (2), -, tr (m}. Sei n7 N,
= §q,.., ¢ (n)] ¢ [4
= {4,..,n.] ¢ {4, 4(2),- (f(n)}

S ls-Regl ce o |s-Fagg, L'z:og“‘fcv
v



W)= )

4n€ IR ¥ne N
Anawme © | 2 &g, kon. ¥ iy ABb, @5 IN 5N

)
L-b Z.‘.lo“nl = Q (mllen I 2 bdwlf@l‘s.omuh
ne4 .

f@hion..

I ={neN| a,20% wnd IT7:={meN|a. <0}
1= iv‘a,"'a,‘”aa"'} wnd T iw‘Azmzf‘“"az .k
Ammanwme | => ' TT T sindd umendl. I@-)memgm von IN

Lleal ze0 , sup la.l s€ <o
Mme L

ne L
Weas

=> AV V[, Ve -l N st Dlal 13 1d«4
13*4

IN wuwmsor{ieien :

na‘,"'/ WUA}M,‘!ﬂ

I I

R 2 | in aley
y{.\.-,(t P sz 2/

Q) ... Q)
batn)
L?-. IN = N : an;(;) z N L =™ i) = <)

—% s. Wnuskri‘a{ a.w{- oler Uorlest-m?s- Homepaﬂel.

=> W

Q3
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Def.: Sei I eine Menae . Sei I = C @ £ > a; €ine Abb,
E(X) = EQC.M 8 endlicn}. Far He E(I) sei s4:= D
| .-a;.ﬁ
Die A'bbtld-uﬂ% (C\, fe.I heisst Summiesrbase "u.m.'hﬁ, wenn

dseC Ye>0 3 Nole EQ) VIHeE(I): A c)=> Is-84]I< E

SATZ AL

(a;)'.e:.: €0 Famiic kowf)le.xe,r Zahlen . ;(o,u;Ua\em-E Sinol:

{) Die Menge {%la“ |Me E@Y st besdheank
ae

) (Q't)ie‘i: S} e Swmmietbare Familie

Reweis: Ksnlc«gbu'cau S. 69

SATZ AS  (Grosser Umor—olwumrasscd'&)

Sei (a;)ier Qine Suwmwierboue Familie . Sei K eine H’%'?fe
Far ke K sea T €T sl T=()Iyand Tnl.=& VikekK,

ke K mif | ks ¥
Deoann Qolra}-

<) (ai)jer ist cine swmmierbare Familie V ke K

) Zq‘ ke K. Dann ist (s g e Summierbaie familie.,
[
W) 28y = 2 Beweis ©  (wird wiicht qefahnl ]
REK ieXl |

€ (I:-I Cine Summ. Favn.

Bem.: Sei L eine Menge und (a);

teT

=> §ieT|a;%x 0] st abhlbar odesr abz@hlbar wnendlich.

ew |§ieT|lail 2 41| < o0 Vel
| s



Kapitel S SM:I%Q. Abbiloluns&_ﬂ

1r _ﬂx) !Il(x} S :
/ P
- .._ e Bt Lol e v & e .
¢ » X ' » X
Xs ' Ao
Jf'é"}& /Jé///au/éﬂ;- | S or, o @ oo Skl A

% (Xad)‘) / (y.r d)‘) Yomvelr. Rme

Cine A‘obi_lokum% -g'- X =2 Y heisst Skl’r_i% an der
Stelle X, € X | wenn ik

Vero T85>0 VYxeX: do(x,%xs)< S = oy (§(), f(x) < E

1 hesst slety , wenn Vixe X: { ist skdq bei X,
{ heisst unslketiq, wenn £ midht sletiq ist, olh.
Ax,e X sd. £ wnslekiy bu X,

Bsp.A) f=const. | P(x)=y, VxeX (8 \oel}eb:cz)
Bsp.2)  X=Y wael o =d, | £ =0d,dh (X)) =x VxeX
(Wahle §= &)

Bsp. 3) | X= IR“/ Ay s el Norwa , X = (Xa,+.0, K)oy = (Yas o ¥a)
dx(x,y) = ( Bx-r)) % = (%=1,
Y= IR, [d, (sit) = |s-%]|
$ 00 =Dt | [T AL Lo Slediy
dy (£0d.300) = 1X-vi1 § Nx=yly = dy (%)
(Wakle €= §)

De.gﬁ {h X=> Y husst Lipschita - S’:Q'H%/wwﬂ’ JIL?0 Vxixe X:
dy(§), F(x)) € L dx(x,x)

8s
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Bem.: fede Lipschitz-skhge Abbildung isk stetig

(Wane §= =)

Bsp.4)  X=1R', Y=R EREEEN
| {(x:a,.x;)"= MAaX EXA,X;} LI | Uba

| l nv':ax {k1,x23 = max {y,“'y}_}:\ S max {1)'(,;'..)’,{ [ 1%y, B 1]

i < lIx=wyll
1260 - 310 | MY

Bsp.5)  F: R R, B(x):= Ikl = /G xE
LRG0 =$6) 0 = [ Uxl=liylll < Ix-y

| BS?.G) K=Y R . .. . Ll
_ 0, X<£O ’E 1 O O eha |
_ _ £(x):= { Ll _ ' T ?

4] X320 ] = x| bei x,=0
BSP.?) X=Yz=]R

Q1 .&QIG.
= {ﬂ, xe R\ Q

Lemma 4 (X de), (Yody), (Z,d;) : mek. Rwme |

{-"» Xrep Y [ SEH-H in X, € X
%: y —_ z L, bb’“ﬁ " YO ¢ = .F(xu) €Y

=5 La,D‘F AF 2 H-AmE > sketiy o X

Bew.: Sei €>0. Wahle §>0 s.d. Yye YV : dy(yve) <9

= da(40), 9)) < € Wakle §20 sol. ¥xex:
dy (x,%0) < § =2 dy ($(%.{(x5)) < ¢ S
=5 Y xeX mit dy(xxs) < 8 dy(4(f0), g{§(x) <€




_\?E'.M (X/OIX):I (Yz dy) 1 ek, Rwe.
ch M= 51| A | 1ok EX | Adaaseg v

<)  + st Sletiy n Xo
W) Far die Folge (Xa)nen in X ailt: hm X, & Xl
= ||M {-(x )-— 'F(Xo '

N=>a

Bew.: k) =2 ) ¢ Sei £>0
Wahle S>0 sled.| Vixe X':l dy(x,x) < '§ |
= dy (fl), §(%) < €
Wahle € IN .ol ¥ weIN : nzne =3 dy(x)x) < S
=> Y ne N mit n2n,: dy (£(Xa), §(X)) < €

) => &) indirekler Rewels

Annotame =+ wich E-s\-?.-“fﬁ, X

=> Fe=o ¥$>0 IAxe Xs.d d(x,x) <85, olyﬁ(X),{(&)J?-E
Wahle S= & = 3 (,><‘,\\,,e,rN n X s

A (X, Xd) < 5L 'oly (+(x), £(x0)) 2
=> lim X, = X, , {:(x,.,) konuexaier% AR {-(Xo)_

N =00

o
4

n
7]

Lemma 3 (X, d) wekrl Rm, x5 X

CE X ol R IER) =R (), L § LX)
Bl MR TR kel €l Lol fm)
Davn wlt

£ st S\?A-\-E an der Slelle x, <= {‘ st S%ca AFEARTE S

RBew.* (X“)k Fo\%e, in X mit \.l\m XK = X

k-

§ skefig an der Sklle x, = lim Fx) = £(x.)

k- a0

Ke/La0=> lim Bi(xa) = §i(x) far 54,0
K-) %0

3%
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Bew.: 4ié4) X — R*— R

= | Stehiy i X, (per L2) m

BSP. S) %ulbb(:,hrft?-; Abb'h'ld.uvn-ﬁe,n Swnd ?_)\'Q‘Fsﬁa !

A CXC| = 1@ ¢
Axqa — adl b

(zw) ™ 2+w
o) 5o ks
Cx C\fok = € : (zw) ™

&In

B) €= R: 2z = Re(2)

C>» IR 2 b ]\m(Z]

) €C-> R : 2+ |2]
A C: 12 - =

Bew. mit lemma 20 (Zn, Wa) Folye in €©°

(Z.h ) Wn) (2, w)

= 2022 & wa w (K4, L40)

= ZorWwW, — 24w

Zn
Wn

i E,"Wn — 2-W (K‘I, LZJ
— % " Q—a.\ls wx 0 Uusw.

(@)

Lemma & (X, dd) merr. Rm

?a"a : X = R Sletiey . Dann «ﬁiH:

€) £49: X 2R wnd fg: X2 IR sind slehy

W) Falls ‘-‘a(x)ﬁio Vx€X st ‘F/ca ¢ X = R S\?;Hfaa

&) Die Funbhonen [fl: X = R, wax {?,3} * X R wnd
min {65t s X = R sind slehy

=2 f{vq, £9, 'F/? Sind skt

X [ G, = 1§1 + Bsp.&)
) &v 5%*:1 max { .91 : Bsp. &
shekig nach  slewy |\ LA
L3 nadn Bsp¥ in EQ‘ ?i S 75 ¢ { for %?

7)



Korollar  Dor Rawm C(X):= {6 X = R | §ist stehgd st
ein Veklorrawm dboer R

BS?- 5) Po\ynmme, %'— C - @

{(2) = Aotz v+, 28+, +@,2" sindd 5¥&Hca,. q, € C

Bew.: € — G+ 2 > 2 Skhy e Bsp.2
L - @42 & sty nadn Rsp. 1
=>Lb: € = € ¢ 22X gehy Yke N,
=b [L&s | €| B €12 [Fa akY sleviy ¥ k=040
=>VL4: {£(2) = ;‘,quz“ kaca

Bsp.40) pe IN. Deliniere die Funkiion §: [0, %) — [o, ) durch
fx)s= x ¥ L ist Sledig nadh KS/LZ ¥ K4/L3

Bs‘:a./l/t) fa: [o, Aj - [0,4] : §,(x):= 0

. {w(x) 4 {4, x=A

h
n-> 0 O, Ogx<A

= £(x)

_DEE'__ (Xf UI;(J, (Y, 0!)-') t o mede, Rme

'{:n: X = ¥V Abe. ?C-r az A2 B s
L: X =Y Abb

<) '{:n lcouue,ra‘\(’x-’: punkiweise aegn Q, wLenn ,EL:L‘FH(K} e Q(x)
NxeX [ TdW,

Vxe X ¥Yé>0 In,e NVYneN: nzn, =>4 (F(x,{K) <€
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fa kewv. Qeidhmassia, aeden £ wenn
YE>0 In,elN VYnelN VYxeX: nzn, =2 d, (fH, ()< €

SATZ A4 sder amch viwr 1n - X,

‘Q“: XY ﬁp,hod Ywe IN. 'FVI Yownu, ‘d\m QR {"‘ X=Y.
= L ig4 .s’.e.-\-?ca. (_in Xo)

Beweis: Gei X, € X wnd £>0
| Wane hn, € IN s.dd. ¥Yme IN VYxe X! nzn, =
. €
Ay (£ A < 3

S n=n,. -F,... 5\»&#103 in X, .
Wanle S 20O s.d. V’(e X : °L<(x..r><o) < S =D dy Gn(x-);'gﬂ(xo))

< &
2

=> Far jedes xe X mit dx(x,x.) ¢ §: dy (Fx), £(x))
dy(&fw ;.,,w + oy (£ale), falco) = oy (£a00), f )

+

e, | '€/3 | /3.
=5 £ € 7}

A‘nw@ndu,m}( - Polenzreinen

®) f(2 Zanz .| Vony. labs. [fae [[2] <[ 8, 8+ Konv. - Rudins
L orotbt Keelsscheibe in € @ By {2e €| [21<8}

SATZ 2

Die dutch (%) dedinierte Funktion §: Be — € ist Sletiy

n
Beweis : Definiere £,: € - € dwhn _.gn(z)r':_ZauEk
K=o

Beh.: Sei 0< r< 8,
Dann [onvergiert die Folge ‘?n} d B T

5®&mass Ny e QIB.— h



Bep.A)

BSP‘ 2)

Bsp.3)

Wenn olies REIGE + 94 = L ist slketg anl B,
=> £ st skhy al B

Bew.: Wahle (o€ R, s.ed. T8 <ot < A Jst.

Dann 3;13, : r\riy:;s;ue |an]% < o,  Waule Ne IN

sld. VnelN nz= N = f‘lanl% 2

Dawn aik ¥wme IN: nz N = ?a,] < a”
Sei £70 gegeben. Wahle nee N i n, 7 N wadl

0,44 .
e s Bl €

L NI Nl \Q(E)*ﬁﬂ(z)‘=lk§‘a“2k\'
= | lim 3 aeaX| = lim |3 ayak]

™M= 00 pepsd wa-» 00 k=n+4
[22]

La o0

s lim 3 Ja]l2* < Dladlzl® < 2\ fa, ]
M=20 prnsd kENrA kene A
i = drn..l dﬂ.fl

< = .

= o A= S A~ = & l‘/

7)

e

cos(z2) = = ; — [ 2€ [

. e_:i ) é‘a

sin(2) = 5 | 2€ | T
2 2
e e

cosh(z) = = i | EE[L
z —

Snh(2)= =1, '2€IC

—» (oS, Sin, Sinh, cosh Sind Sletig
tan = f;g TCENA = ) A:= {ae(ﬁlws[a)ro} '
- st S\E\—\l% ]

Jmnh::—f;;—:-/ C\R — C , B-={e(=(ﬁlcc5h[2):o_l

-» st oy Ste#?oa,‘.

M



Def.:  (X,d): merr. Re

Eine Funklion §: X = IR heisst bescwranki, wean en
€> 0 existiert , s.d |f(X)] € ¢ ¥ xe X . Die
Supiemumgnorm eiver besthrankien Flhb.§ @ X - @
st die Zanl IEIe= sup [400] = IIFlls

Xe

DC(x) := {{1 X IR | £ ist sleHy wnd beschrankd §

SATZ 3

(RC ), I1.1) is+ ein Voll s¥andiger , normierer Vekrorramwm .

Pef-: Ein Banadwaum ist ein voll stanediops, viormieres
Ve ko rramm ]

Beweis @ 4 BC(X) ist ein VR und die Abb. BC(X) = R ¢
F— IfIl st eine No v it

(53 fog € BC(X) => £4+9e BC(X) wnd
|IQ+O&I] € NEI+ gl | |
@) -?"-% S\c-Hoa,
b) [F(9+ ()] < |§(x)+ ¢(x)] < WHN+Ngll ¥xeX

=> fro st besduankr & [If+gqll < IEI+ligll

b NeR, £ e BC(x) = e Bc(x) & |IAf]l =
AL

> JIfll 2 O

ke JIfll =0 ¢=> §£=0, d.\. ¥(x):o Yxe X /

2. (BC(x), N 1l)ist volistxndig

br Definiere die Abgl.-Fki. d_: (rsc:(x\))z — R durcy
do (£9) = [If-gllo far {,9€ BC(x)

b Sei olso (fanein eine Camdny - Folge tn BC(X)
Aw. VE>0 ANeN ¥nmeIN: nm = N

=> d (fdn) < &, dp o fa) = N fa- Lall, (2 %)

92



=> YE>0 INEN ¥Vnume N nm 2N
=2 f% - La(X)] < € (Sei xe X fest)
dh. (fa(X)cn 5t @ne Conchy - Tolge in IR
=> K&/53(%) : Der Genzwert {(x)== r!\-;f;fn[x)
existiery {ar jedes xe X
Damit haben cwir eme Fki. £: X = R deliniert
Beh, : 'F“ kowv.  gim W{D
Bew.: Ser €> 0. Wanle NE€MN wie in (% %)
= ¥ xeX Ynme N mit ma 2 n, Akt :

| £a %) - L ()] < €

m=- &

=> YxeX ¥rneMN mitnzN gilk:
a0 = §601 = Wma [ £400 = fu0] < €

=2 Bel ¥ = § cehy
ES Qol?'\- anuthh ¥Yrne€ IN miy¥ nzN %;H.:
[ £a-lle = sup | €ax)- £0)] < €

Beh.: § Vst loesdatdnkd.
Bew.! £=4 = AneMNso [[L, -ty < 4
= 18001 € 1§00 - §0 (x)] + 1§ (2]
< 4 S Il

Aus beiden Behauptngen folgh :

1
N
IS,

fe BEK) & fm b= f be2. doo

33
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SATZ 4 (2wischenwertsatz)

Seien ab € IR mit a< b unk sex [a.b] = R cine
sm-\eao. Funktion und sei y € R s.d, flo) < v ¢ -?(b) oder
{(a) > £(e) => F ce fab] s.d. f(o) =

" jeder ety 2w, £@ wnd
£ () wird von oer Funkhon £
[, = R angenommen, sol.

X £ skhg istl”

RBeweis:  Amahme : (o) £ ¥ € £(b)

Deliniere X = {xerR|a.<>< o A {-‘(X)*(h’z

=> X c R Isht nach obem beschrankt (x€hb YxeX)

wik X x &, da e X |

Sei = sup X '

Reh.: ce [a,b] und £(0) =

Bew.: ce[a,b]: agc,daneX
[ c $£b, da b eine oeete SIwanke

A 4(e) <l ¥ EEEEEERE

tar ne IN %’al’r: {xeX\c-";\--ﬁ-x*’.ck X &

= 7 'l:blcae ["(ﬂ)nem v X s.ddi ¥ne IN ailt:
A

Crin <! Xy S C
= [C= r]‘imm)(n ; -F(C) = -F(hm)(n) = llm ‘F(Xﬂ)

<y ,oda £(x) S ¥ ¥nelN

g H 2y R |
AlFall @ c=b => ¥ < {(b) nan Votamsset 2ung
2. Fall: c <% => Far jedes ne IN wit n> 4

-C

3?\\ qé(.-*'4‘<- b = Far ne IN mitn> A-C- .
git F(crf) >y de crde TabI\X

=> Lfe)= l\\rm{-(c«- -;1) => {(Jd =y
Far den Fell §() 2 y 2 £(b) withle c:= .'n;;x.... @’



Korollar 4

N

Yy> O AnelN IAxbo': X =y

Bew.: 2 [0, v+4]1— R
f(x:= x"-y . flO)=-y < O
{b#+) = (y#4)"-y" > O

sf-“-'-" 3 x elo y+4] sd. {(x)=0

=0 | e 1y 7|

Korollar 2.

Sev arlb. Se F’ ["‘\:L’]""[% b-] Cine %‘E-Hoa_r. Funktion.
=D -F hat ewnen FEKPLLV\'K_{ X & [a/b] s.d. ‘Q(x) = X

Bew. : Deliniere 9 [26] = R darch ?(x)z': £(x) -x
= 9 st skhg
= gl = {E)-a >0
glb) = £(&)-b <O |
sk=> Fxe[ab] sel gx) =0 => {(¥=x )

SATZ §

Dl Ekpohw{:\m_\ a-\:lo'nlol.um'-‘af exp R'= IR hat -‘;olﬁb&hcle- E".\'_ﬁa&n'
sonallen *

2) VxeR : exp(x) > O

M) Vxy€R wit x<y @ exp(x) € exp(y)

i) exp: IR —> (0, 00) ist bijektv

w) Yne N : lim €= = 00 dh Vc>0 A%, >0 ¥YxeR:
x=>@ X

x| = %, (= /X" * |c

Ausserdem @ lim kPe X = O
A= 80

dh VE>0 Ax, >0 VXER - x2x. => x"e %< §g
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Beweis :

<) exp(x) = (e.x?(g-)}z Zz O, exp(x])-exp(-x) = 4
=  exp(x) % O

= exp(x) =0

M) X<y = y-x>0 2 exply-x)= A+ y'x//l[-rw'x%g-»...

=> exp (X) < exp(x)exp(y=-x) = exply) ’_\/_/

i) _\n]ek-i'NHR%- {foicr{ sofort ams &)
~ Surjektivitat ¢ _
CATal : vy 2 A = exp(o) = A4 &y < exp(y)
$¢ => Axe [o‘y] s.d. exp(x) =y

A

2.Fal : [O < y& 4l [ => ;zx_t

N4

! | =k | X
W) C‘.’_XP(X) = éx 'yk'. / X= O =? .e’x?(x) 2 (wra)t

L exp(® X _
=> ) > (At z ¢ Ladls x 7 (nta)le
“-—*——-'x._ ;

x" (n+a)! )

=> X'exp(-x) = s M e U falls x 2 —

SATZ2 6

Sei ¢ € €. Oelinixe dhie Funkdion {: € = € duwch:

1(2) := exp(ca), ze @.
Dann faiH-:
<) Die Fki. | hat {olqende E;,amsgh”peh,
) flzrw) = §@)-Hw) YaweC | {(0) =4

zA

| HEREEEEE
ARl => I xeR s.d. exp(x)= 437 1| o) e 5

—

ot

-

7/}



2) L st steha

A (2y -4 L

3) hw\‘E} *lc Adn VE>O 38>O Yaed ;
Zdaq | 'Ka)“‘
2x0 o<lzi< 8 = |F=-c| <&

@) § st Cindendiy  bestimmt durch olie Bedingungen 4, 2) und 3)

Reweis :

Teal <) :' 2u 4): 8. Kep.t / S44
2u 2): s. KapS/ S2
zu 3): Debiniere 9y C = C | dgch gl2):= { @ [

Dann od':ll- : 3) &=> 4 st s\e;h‘-a.
an dec Sklle z=0
Far 2% 0 qilk: q(z) = 4 (exp(cz) = 4)
i(i(‘;a’%‘ 1K)

2 n=o

00
_ A i(c_z) EZ )"“
2 ¢ &
< ok gk

:CZ

k=0 U"""']‘-

=% %(?) RZ (L‘H.}l =S Ca. ist S'E.'Vlf-aa (‘32)

i

Teil 46) folgt  Spates ! 7

SATR2!7

Ses (Zn)nem ene Folge kﬁvv-ple.xex Zahien and ses z€ € s.d.
=] D =8 WX Za N
Z= 'Et_:v; Zn . Dann fa.l"- Qx\a (2) = rl:mm (4-\- e o

SAT? =5 SAT6. Tleil &)

Ses £: @ = € eine Fki , die 4,2 wad 3) edallt.
Sei| el |, 25 O

Defmiere 2z, € € e 2,=nf(%)-n =
(%) P==s c2

nacth 1)

%n)-4A AN
fBeka || 4150)

“n 2/ (*J

bYs



3%

i

Axss = B(R) 5 1( A 20) = E(2V = (R o2 v Rl siR) = 0()

k57 expl2) => exp(ca) = £(2)

=LY

7}
SATZ2G6 insy.

RBeweis von Satz 7:

Sei £€>0. Wahle n, eiN s.d. ¥vnelN mit 1 2 no 3It+i
(I}I-M.} €
|2, -2[1 < Al nd Z‘. y 5

k= n,
=> ¥nelN mi+ nzng gilk: “”z"(i*h)nl

L 2kl (o5 Lk
m | 2 - 2%
o~ n 3

< DEE -2 5 (0 5o
k=0 K=y r k=n, k
g———\r——-——l = — = —
I o <

Beh.: TM<

win

Bew.: o n! kK o s (1z1+0) n(n-«)---(v-—kﬂ).
Z. _ K \an = ZI e M §
k=n, I"l-[""'k)i'f\ k=1, : . s J

{ +

W jm

Wwokes {ar m2nes: |2.) ¢ l2l+vlz2,-2] s 2|+ 4

U

Y=,

2| [a¥ o)L e |
Zﬂlz (t)—t Kkt ,“("‘h)‘n-“‘:’:‘.:‘“‘) 4:‘-- Os ks na"’l
k
= C - k-4
JE-SIEEE P10 62 DR EEL=S
1"
l\m(klg%‘ _____Z;‘_ .Pﬁr O<L ks na-/l
n-2 o
= An, €N Yne N mikn T < S
=T IFTIY M <& ' 7|



Ervnerung  Satz § ¢ Die Exporentialubbilduny exp: R~ (0,0)

S bi()e.k#iv. thre u-wkdnra.bb\'\w heisst na¥ar)cher
Loawmﬂmu wadl  WiItA vl Ia-d: (0,) = |R

bez eichinet.

Die Funk¥ion log: (0,00) = [R ist dehniert duron
die Bedinquag : exp(log(y)) = vy far y > O
Bem.+ OM  wird dhe Bezeflc\'mwnox “In" stat "\_°‘3«“

verwendet.
Exp L"‘)

g |/
» // exPi]&i\& Delinition :
/ ik 103" (Of'm)-, R
3 Y

Yy > log(y)

SAT2 8
Der novtarliche Loqasithmus hat folapade  Eigen schalten

£) 0 <x <y = logn ¢ logly)
i) logy ist SR,H?
wL) Iotd.(Xy = log (0 + log(y) ¥ix5 2O | log (4) =0

) h_} —h—‘——— = A

%20

. log(x) . 5
) ;lf)ﬂm = O wnd iino log (x) =

Beweis: 4 lo‘a(x) lﬂg(.)’) = exp (log(x)) = e-xp(looﬁ(y)) = x2Y
v

!o-a(r}u v

e‘k\(ﬂ‘ ciyl< e

&) Sea ¥>0, Se €20
= | B350 eMPS L L8 ¢ v 5 <emtre
S5V YIER | ity S yrd p 4 5 itk | &MLl £ o
25 IO%()’)‘ g |< loca(y')< [o?(y)»f&
= |lbgl) ~lg(y')] ¢ & ¥y € (y-5,y18) = ¢



- (=) loa (¥) log (¥) + lox (x) o
L) s e,wB e N = e . A AL boaus lh‘)ewnuiﬁ
log(4) = -+ of Exponentialfke-

-

o)
1]
™~
n
o

i) i‘i’;# = A b Ve>0 3520 VxeR: o< IX|< §

=>|—*33-£“_L)-..Al < g
7 b st sevy an der Skle x=0

Defl L (34,00} + R [ [§(0): = {-‘ﬂ-‘,}t—"’,xw

4 | x=0

Sea (xﬂ)hG\N eine ?0\'3"- " ("L ®), die %&iau. o} \(-ovweta'\?x-k
Xaz= 4, | X, |l-»|0

2.z a3 500)

Bew.: o.B.d A.: X,.50 ¥nelN
Delinere vy, := g (A+x,) =3 e’“=4+xn

&ML AR Yo ® 0 ¥YneN

Y ™ ?, (L'Z), Jalo% Sk.#{ca

i
l%‘*““) oy (4)
n Yn_ A 2
=5 QYh_A n)mb A e~ 4 = X0 o Ioﬁ( +X) St .‘f—‘gl
In i /n oy (A1) ’i " " st DO
! in X=
?(xn) {.[0) v
) ¢ h:nW log() =00 —> >0+ Damn gt far x 2 e
Io%[x) 2 byle)=c /
*¥neN lIM ‘l”a(x, =0 / Beachle : Qy/yf‘ > y/(nﬂ,)l V).« >0
x>0y xVa ’
L L : L X loy (X)
P ey bogla) 20 e BT A 17 P
o logy™ (nx)t  _ log(x) ((nwn! Va
T < log (%) s log 0 ) x—s o
logb)
i o <0

_DQE-‘ Set a>0 wnd ze C . Deginlete oFe C dwdn of i = 6:3,‘;'3(@z
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A02

Ubung: Yub>0 VxeR Yzwe € : 0o
il . Die. Reine 3(s):= Slns
£) a = |- F QR nzA
&) [ = ot al ] kqnve,rtsieﬂ avsolut far se €
@l (a%)° = at? mit Re(s) > /
W) (a-8)® = of-b?
A et = "

Def.: Far s€ C wnd n € N se: (i) = 8(5-4);‘:(8-114&4) = (g):___ A
SATZ 9
Vxe (-4 4) Vse a4lr: - (44x)° = i(i)xn
o Bl AN bade Rehen
Firetls it L e Uhex) = 3 1T S oy
SATZ2 A0
¥stelC Vxe(-4,4) YneN : (SH&) - (8 n)." (*)
n ) glele)
Reweds *
A Fallh sk€No ¢ (A+x)5E = 5 (P )%™ (i K #ew.em 54 13F)
*S’ hTe st
o = Gt ) <(S2(3)x8)- (B (%) = 20 (2 (B)E))x
FT T " (e s0 => (k)

2. Fall: se@,+eN, : te N, sei fest geochit
pS) = (ShY) = ?°‘)'“°V“ in s mit gad (p)=n => p(s)=4(s) Yse N,
q(s) := 2( n k = BLmom 1n s mit grad(g) =n
c-nsl».
2 P uncl ¢ Shwmen an 0 - vidlen Skllen Gberein (in IN,)=> massen
qleich sein = pls)=¢(s) Yse N, /

-



3.Fall: st e € : Sei seC fest gquoaniy

fo) = (5¢) 3= 2(3)(n) .+ hai €@ Pohmone vom
Grad n

k=0

2.7all
= f0= gl Vie N, = §(0-q Vied

s

A

Bewe:.s von Satz L

("‘)W-1 n =
=3 X %‘-ur —A < X< A

Vs

Dejrlnlera L(x) =

A

ns=

Cco
Bs(x)==2(?,)x" far ~ 1< x < A uwnd seC
B 4) Vxe (-4,4) Vse@ | Bg(x) = exp (SL(x) (*x)
(k%) fae s=A = exp(L(X) = B,(x) = A+ X
=> L(x) = log(Atx) = By (x) = exp(s:log(tx) = (4+x)°

Beh 2)7 W RiX) ¢ BL(9[- B 6} | BLxY=4 il
2.5 P Bs(: € = C sk => Reh. 4)
3 Jim BEZA < (x)

$%0
$-0

wWenn gezelat => 56 Beh. 4)

Bew.t A4 By(x)=A V¥

st = (S (Z000) 2 5 (BRI
G abs . Wony. / ISR

TS s B

n=o

3. Wahle ewme Qe‘ak Zohl xe R it -4<x< 4
Deimere §: € = € duwscn: ()= {“"""‘j far sx0

=3
L(x) , {:ar s=0
2.2,: [ sk Skhg an der Sklle =0
> i B4 = | (x)
S-20 s

Sx%0

Far ne N M'm'aere_ {-n: C =€ durdn:
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k=0

n < K-4
S1EL X%, falls s=0

fals) s = {i(i(:)x*-/:), fulls S%0

k=a
Dann gilk:  4) (!;m [,(s) =§(s) Vse@
SRUNG ERET(D 3l 8 Fud 3V NER DA b1y

i

Po\ylncm
j . (sq"..” ($-n¥a) mn S
S-4 R
T4 2L tTh
nA
o s LAt LA G S O
| SEQ ¢ | = XrEX BSX ax i F PR X ]

1]

£a0)

Bk D Pl et

k=2

"VYnelN,nz2 , VYse€ _
nsbesondere st | slety Yne N

3. £, konv. olm gegen £ awd B,i= {sec] sl <4}

I8s)-fale)] = |

(s-41(5-2)... {S-ka) \
2-3-...k £

=na
\————""Y-——-——l"

.
—_—

. K
[~ =] " lxl'n&‘l V
$ 201 |4 Lo T P e

=> fg, ik skre = [ isk skl (insbesondeie) in O
= 3 v/

)



SAVZ A4

o 0=] (-A]n“' "' A
’ A - A A
l°3(2)=ﬂ”n 2 A =g kST

co (- A)K -‘
Beweais : Naan 83 SIH»'- lo«a (4+x) Z -Fu.r O<x< 4

3
k=4
- W L . A nta il_
-—‘> \Log(A*X) Z:‘ — l s | & A
X;i=t A4 22 1 18l=123&1.1.1 +%14
n (._A)k--'l K A
=> lim | log 4+ x3) - BEEC

220 g KT

I |
N K-4

| lon (2) - Z =l

= oy @) - -5 1€ & Ve N

) k-4

. (-4)
=5 | | 2Y 2 [}
3T e &2

Ecmnerung @ cos, sin: IR = R
3
Lx ~aX
g X = e + |€
cos(x) := Re (e*?) 3
£x ~4 K
- X el - | &
sw(x) 1= lm () = 22

KX

Nady K&, S2 & Wotollare @ A) @™ = cos(x) + £5in(X)
s (x)+ sn?(x) = 4
2) cos(x) = cos(- x), sin(-x) = -sin(x)
ws(9) =4, sm(0)=0
3) cos(X1y) = cos(x)cos(y) -sin(x) s (y)
sin (X+y) = @8(x) sinly) + sin(x)cos (7)
41 fioy LSS L ) | iy (AT 65

A=0 X X0 i)
i @4 _ costiitiSnf0 -4 _ 4 Eotli= 4, S'"“’"
: ™ X 4
x-)D:L -:01 K-’Ol
A
;é

AOS



Lemma S Far | OK|IX < 9 .3m=

5 2 z <
<) /1-3‘{ < cos(x) < /l-.’i‘.+_"f.

.e 3 | L
) x-% < sn(X) < x

. 4 ¢
Bew.: cos(x) = A- L M EE-IAE IS
i 2 24 6! K& /SS
. )(3 xs .

Swn(x) = x - = + v £k [ ] Gel—ra.a strikt Laliend !

I °

L] _= : + :4 =i o

L 4o X 4o Xy . O-V\o.\ota.. {‘k? sin !
2 z 24 '
CosX %

Lemma 6

<) 0<€Xs2 = onx)>0
U) O&EX<Yy §2 = sk > cos(y) |

Bew.: 4 s> X- 'E“S = x(/(-.’é.z) > §7 O ’\[

4) ai=XL >0, b= >0 = 0<as?, 0¢b42
| =3 (@S (y)- cos(x) =|ds(a+b) - cos (o-b) |
“ ~2sim(w)sin(e) <O ©

Lemma 7 @ A X, € [0,2] s.di 0s(x)=0, sin(X:)= A

Bew.:  [Exisenz: 2WS (S&)
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cos: [0,2) = R skMy
2" A

= | - 2; £
coS(0) A , Cos (2) </ A = +2‘| <

=5 208 8(X) = O existiert |
E:ndebuﬁﬁ\'-@;h O £ X< X5 = cos(x) > ws(x) =0
Xe <x £2 => cos(x) < cos(X) = O
=> LC * sm(X) =4

7
Odl:  §i:= 12X,
| T = 3444532053584 7832384626433 ...
Korolae: | cos(§)=0, s (9)=4
L¥
<) €% Fle
. - Q i
et® = (e."*‘),z APl IEY
e®™ = (™) = (~4)" = 4
- §i/z i !
7 Ik N Y SRR D
l2+&T || "
| | & | | ¥ | -@
| 'e,ﬁzm_ =1 'e.?

i

k) cos(xeT) = es(dces(F) - sin(x)sin(F) = - sinlx)

sm(x+ 8) = cos(x)
Ccos(x+ i) 2 - sm(x* ¥%) = - cog(x)

Sin (x+8) 7 -Sin(x)

Cos (x+285) = | cos(x)
Csin (x+28) = sw (x)
SATZ A2

ay
i) YxeR: (o8N =0 <> 3ke Z s x= 3+ §K
&) VxeR: sm(9) =0 <> xe ZG
) Die Zalhl 250 st die kleinsle Peciode fon cos wndk sin
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Beweis: 4) «<=" Cos(c’-;-‘-);'o eer De}.
cos (§/2) = cos(- §1/2)
k=20, ne N & o8(Te2nq) 7 o5 (g« 26n0)F)
o
. cvb(ii)=0

k= 2n+4 : cos | r%r* (Zar4)§i) =cos(§'} §) =cos(-2)

= 0
Au#%umo& Symn\e-t-rie : Vkel : cos(?+k$)=0
"' s 0 € x ¢ '2;:", Cos(X) =0 => x= Hi/2

2| ’E" $X £0, CO?‘(K) 20 = x= "

cos (~x)

Ser x€ IR s.d. cos(x) = O

K:= é" %]qu\ss- Klammer

ol

X A ol s A
= S| L ey = o - —
> k ﬁ_+2<k+x{ d |7l X/ K £ |T
—y = ol a
=2 E$X-kﬁ< 2 =
cos(x-kGi) = O = x-k§i=-%

W) sin(x)= O
&> cos(x+ %‘:) &y dke Z o osol. o x= KS V4

M) Sei O < p ¥ 2§ <.d- cos(x+p) = Cos(x) ¥xe IR
=D |ces (/24 @) = O
ccs(ST-t—P):c:os(ﬁ)—’—-/l
)

= & '_i Zfﬁ
cos(2@)=4

N4

=

Sin(x) = *cos(x»c..z@) => o= 2% ’.'/
7]

Uby.t  cos: [0, 51— R st skeikl woncton falend
st [T 23] = R ist stakd movoton wadasend
Hwweis : Cos (x+ §4) = ~ cos (¥4 - X) —~ ¢ A
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C Erimetung . wos, sin: € 2 € sindk definiert durch -

i e B s o Lol L id | QF - e
cos(2):= 2 sin (2):= =

SATZ 43 Sei 2e€ €. Dann gilt:
L) e¥= &> dAkeZ s 2+ 25k

@) sn(2) =0 =5 |z¢ R (=> AkeZ s.d. 2= k§)

i

i)

Ah) Co5(2) =0 = ze R(=> ke Z sd z= L+kiT)

Beweis: £) z2=Xxriy | xye IR
| . . )
e® = e¥e” = e (ws(tisinly)) = 4

oSy =4
2> X=0, ye Zo => ye £2G vl
A | e?a_, -z
M) O = S‘V\ (2) = -—_;;'.._._e_..
=2 (-?,:z - -"'Q._;?' =3 az.a; A

= 2ize 23 2Z = z2€ SZ v

) “CI,S(E):O'
| u::g $;n(2+§%‘) =0 =) =2 IX ,'./

SATZ A4 ( Polurkoordinalen in C)

N2 e € 30e® =d &= Fe | felel

bew. ¢ | (€°° = ros (6) + risin (6)

Beweis : 2=0

-

izl
Gesudnd ' B R s.d. os(B) =X, sin(6)=Yy

A Fall - Xz0. ¥2O
ces : [0,‘; = R, cos(0)=4 =2 x > cos(§)= O

4103



=> 3' 0 e [0 %] s.a as(6)=x
=> sSin(B)? = A - cos(e)?

= A= %t
g 4

=Y
=> gin(e) = 7y =y /

2. Fall: x€0, ¥y2o0
=> A Fall:  FAge [6,T] sd ws(y) = -x
Sin (@) = ¥

Gt= M-

=> cos(6) = ~@s(-¢) = -cos (@) = x
oin (6) = -gin(-€) = sn (@) =v ¥

SiFallil ¥g0O
= AFM/2. Fl: IYe K sd cos(¥) = x,
Sin (Y) = -y
O =~ Y
=> s(8) =X, Sm(0) = )_/
SATZ AS

140

Vize C\NTO% BweC sd| e =2

Beweig:  Nagw 844 30 lR s 2= l2le*e

'De,%teue W= 1031%14—4:9
e |2] + 20 log 12] = >
b e =ia V] IO NET SR e

7

Korollar: ze€ ,ne N = 3FTe € wmivx T" =2

Rew.: ams SAS: (ahnle S = ef‘“’/“ 7




Repetition: (X, d):merr. Rm
.  For xe X and />0 (aib{- e Cinen gﬁ,@,\ Ball ¢
Br()‘)‘z {yfx \ol(x.})f_r}_

- Del.:  Eine Teilmenge U <€ X heisst offen, wenn YXeU JE>0 ¢

Be(?()‘-'-u x
HHHH m

Bem. : A. & X sind oF{"en |
2. U, Uy, oo, Uy e X offen = (U; ist offen.

3. T: Indexmenge , U offen far 2T = UU;, it offen
| &1

Bew.: A folgt aus Defiaition
2. Sel xl€| ﬁu,- = xeU; Vi=4...n
| T = [Nz e §4 ey e 56 4.4
- Ge,-("‘) cl U,
Definiete  €:= mn {g,,..., €,k > O
=> By (® ¢ Bs; (x) |, far crdlolrin
=> B (e AU; ¥

|

-

;':,‘ I

2 e LU, | B2e(Y [s.d. | xe U, | => JE?O

B oW = B Ul ¥
1€T
Rsp.A4) ¥YxeX ¥r>0 st B (0 offen !'.:,\!
] M
Sei yvE B (x) = dwx)=<r

Ddiniere g:=r-od(>y) > O = B (¥ < B:(x)
ze B, (1) = d(vw2<¢e |

= d(x2) € d(xy)+d(y.2) < al(x‘y)‘i‘é <|T| = lz|€] Be[x) |

Bsp-2) X=R , o (xy)=|y-xI|
3&1@3 o“’@né’. nlervall st ogceﬂ 2
(o &) | = {erR | ai<x < B¢ }uba
~ (a,%) ,; (~e,b); &, R
o Nede :V&rc{h'\gm“& HMener Inlervalle istoffen

M



v (_ - -'-) ) “ FlA2 3 L.

U;
(luU; = f08 , aver B (0) = (-£.€) £ §o}
s => (YU it wicht offen

Def.:  (X,d) : mek. Rm

Eme Teilmenge A c X heissd a.ivcav_sck\ossan wenn ¥Yxe X:
VE>0 : Bo(x)n A & & = xeA

SATZ A6

(X, ) = mete. Rm. Ac X. Eqm‘Ua‘&n+ sind ¢

i) A st abgeschlossen

) X\A et offen

) ¥ (xadpem n X wund ¥xeX: x,€ A ¥ne IN unel nl&:;x,, =X
= xe A

Beweis: &) => L&) = i) = 2)

4) = ) Sea [x")neN eine T-_o\chz in A die RN x € X Vanm%iel"}.
Sei €>0 = AIn€ N sd. d(Xa, x)< E = X, € B(¥
D X, € Be(X)n A = By A X T Ne>o => xeA Y

d) = &) 1 Aedale #). S xe XNA .
Beh. : B €20 s.d. Bg(x) © X\A
RBew. ' Annahme dies gilt nidht
Ih. YE>0 4t B () 2 X\A
= Veso : Bg(ohA =&
;3' Y ne N ¢ Byn(x)n A X &
=> 3 Folye (Xn)pem in X s.d. VnelN 4ilt:
Xp€ By, ()0 A = (Xn)aem it eine
Folge w A s.edl. YnelN @ o xnx) < 8

d 778
=[x =lim Xia. | X €A YneIN =>xeA | = v
N ® -~
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) =3 2) + Se XNA offen. Sen xe X s.dd. Ye>0: B (X)n k 5 &
S Yer0t Be ) 2 XNA = x€ A = xeA ¥

Bem.: A &, X sind abaesch| ossen |
' A.., Ll el X abaesdal. = U A;, ist a.b«aes;kl.
ol

3. T Indexmenge , A;c X abepsl. VieT
= (']_ A; st algeschlossen

=

Bew.: Uba

Bsp. 4) (X, d) metr. Rm | |
| -E';,- (%) {yeX ] d(xy)s ¢l | = akgeschlossen
X\B.(x) := §ye X | d(xs)>r] offen
 Bep.2) X=R, dlxy) = |x-y|
| | Die abgeschlossen Inkrualle Sind abgeschlessen :
[a.], [a, @), (-w. b1, {a], R, & (Ub6y.)
\74E \f(q,n{-ormmoﬁe_ - qquuk'losw%! ('L-,llo%]

- Bsp. 3) X=R, dx,y) = Ix-¥l

Ag = CAeZ A= 1T ey, ¥onecN
o0
U Ay = (-4, 4) nidat abgaschl~rr-

Bsp.4) X =R, d(x.y) =[x~y
[a,%), (a, 8] : cweder -ﬂtb(a. noch oP?-en

Bsp- S) | X: Menge  od(X.y):= {G ) XEY
' ' 301& TE{\V"\LV'Q‘E_ \)ovs X AIERY
st oflen wind aboogschlossen
Bsp. €) X = R, dlxy) = Ix-vl
| lumd | R simdk | die ani?g@,n T@i\me,mg?.n von R dre
sowohnl| u.‘o%. als  anch crﬁg-@/) Sind.

N3



A4

Zus ammenaing  Skehakeit wacd Toplogie

(X, ), (Y.dy) « werr. Rme , §: X =Y eine Abo.
Far Zc Y debnee : §7(2):= fxeX|ix) e 2}

SATZ A%

Ao’u.lva.\&n%— sink :
4) T lier s\e%—ioX
G) U Y oflen = £7(W) e X offen
i) A cy aey. = (K <X aby,

RBeweis :

2) = ) ¢ UeY seoften. £ sei slehiy,
Beh.: €7 (W) ¢ X ist offen
Bew.: Sei xe {"(W) = f(xelU
*6:;} de>o s.d. Be (Q[x){o(),) c U
(Gax]” 3820 Vx'eX & (delxn)<§ = dy (£, §x)
< a)
= f(B(x,d)) © By (f.dy) e U
= Bg(x,dx) <« £71(U) ¥

-

4) = &) P Se xeX. Z.a.+ { s skHq ia x.

Bew. : ?:» o => ’B€ ({3(;4,0{7] st o[’@@n n Y
S #T (B, (S0, oi)) ie¥ offen in X
= A8§>0 s.d. Bgxodg) © £ (Be (§0, dy))
=> | ${ Bgi(x,dx)) € Bg [%(x), oy )

= Vxie X @ od(x,x') <8 =>dy (£(x),f(x)) <€

) => pih) 0 Ac Y abg, > Y\A st dfen LS £ (Y\A) st offen

FRONA) = XNET(A) = 871 (A) abgesdhl.

at) = &)+ Qencuase coe oben

7



%S?) (X',dl.\"- wetr. Rm | %‘ X = IR bb_l—;%' celR

Fr((me) = {xeX | R0 < cf offen
§7 (e 2)) = fxe X | f(x)>c} offen
{7 °((,c1) = fxex| £0) ¢ c3 abgecnl.
£'(Ce @) = fxeXx| § > cd abaeschl.

I{ (Q = $xex| fx= C} abogsdal.

Bsp.) )<= R% | J{(x,y) = X3y

{2708 = {(x»)e R x>l
i(lml = § (ay) e R X< yk 10&“

Deb.: (X, d): merr. Rm

Eine le,n]menobe_ Ke X hesst \(ow.Pa.\(’r wenn Seole,
Folge (Xpdaeny in K eine Teilfolye (Xa,), , besitet, die
aepn e Clement von K kohue/r%ieﬂ.

OATZ AB X,V : wek. Rme |, §: X = ¥ slehy

) Nede _Vom?uk!e_ T(“\e,noae_ von X ist abgeschlosen
i) K e X kompakt , A c K a%uohlassem = A ist kompakt

Beweis i &) 5@. (Jndnem Cive Folye in §(K)
_...> EF‘W (?( h(_.,u in K| s.d. YneWN - Q(xn) =Ya
K kmpkt

=> 3 \Qt@olo(e Xai)ieny 3 x€K sd. x = qumxd‘

eh
{:Q ‘3’ -&-(x = lim £ (x, ) , -G(L(.) = }L..;hmyn‘. =3 £ =};:mje(><%)

£ 00
| /
4‘0J Sei (x-“)n&lk] (-‘E’:me_ FOL‘}__@— WA K and Se X € X
s.4 ><=nli_::1°xn - De K kg sk 3 Thdae (Xn; ), 0
und [T Xl e K ol lim X, = X' |2 XX+ k€K
| i 4
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L) ] Kiopldh
W) S (Xa)en e Tolie tn A =7 A TRl (X4);im
und Ax e K s hm X, =X

£~ 00
Aa.bg..
= (= A /
&t: i dl YU

SATZ A3

Seien XY ¢ mek: Rme wund st f: X2 Y slkhq & bigkhv. Sei
(X,dx) kvnpkl-. =2 -\1 ISt ewn Ho»—-.'o‘omor‘:h}smus/ das lessst die
uMV..Q,\\rabb;loleD& O3 Rt i W X| sk 8\6-\4%,

S4e .
Reweis: Sen Uhe X a%n = De HP.n%L XNWU sk o.‘oﬁaﬁgchioSSQﬁ.
S48

= XAU Ssb Wampkt 2 F(X\UW) Kmpldh wnd © Y,
L) = Y ANR(W , da £ lolgenchy

o4

2 YNEW sk akgadnlossen TS5 (1) offen , HW = 4 ()
< ¥ offen, evenfals: U X olfen => o (W) <V offen

L"A_b%.= Finden Sie ein Reispiel einer bijekhen & siebgen  Abb.
B X2V s 77 ¥V X nicht skeliy

N RT %= (| ] *a) € IR?

A% y) Ix-yIl = lé Lx;")ﬁ)z)%

SATZ2 20 ( Hewe - Borel)

Sei K R™. Oann ailt+ K kmpkt > K ist abg. wad besdwankl,
dh. Rc*0 VYxe K i:| lixll€¢c.

" g S48
Bewess * =>" : Ke R sei kmpkk  => K ist abgeschiossen .
Beh.: K ist. Lesdarankt
Bow.: Ann. K Sei nidat besdhe, =2 ¥e >0 AxeK: ||x|I><
c=ke&N

= A Folog (e in K sk VReN = lixll 2 K
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=> Die Tolae (Xi)yem besitzt kene konvesgle. T Folye
= L 2w " K kmpkt” =3 Kisk bescd. Y

" Sel Koavg. & loeschr,
Sev (*kdyem @ine Folckﬁ' in K., Wakle ¢ > O s.d.

Vixe Ki:| x|l sc | => | VkeIN|: x5 c
|k | | | | | | | o
=> 3 Thlee die komeraent  ish:  (u:).o . x:= |y e
_ lae die ot 18 (ks ); and o i lim %y, (N
K uoy. _
=>" x€ K => K kmpkt. ¥
SAe 7))

SATZ 24

Sea (X,ol) :

medr. Rm wnd se £1 X = R slkhn bez. S -Mekeik in (K.

Sei Ke X Kmpkl. und K % &F.
= Axx'e K Nxe K : £(x') s L(x) < .F('x")

Beweis:

A f(K) € R kempkh (S48/.))

2. £(K) st abg, £ ‘eschr. (©20)

~eo < ct=mnf (fK) s (%) § = sp(f(k) < 0 VxeK,
. Exis_\e,jz( Von) x‘e_;\_ ik l's‘(;e) L L&l da f(k)x @

Ve>0 A xel : {(X) cl+€ und c s ?(x)

= 3 Polge (xadpeyy in K sk, YnelN : ¢ s £(xa) <c'+%

E=n"
K kmpleh

— ¥ . ] i
= 3TV (Kag);ey A x1€ K oal. X 5;?mx";

Guty

TS e flta )

4  Txiskenmz von x'€e K m{{—\[()(") il

> _namso  wie. be, 3.

.D_‘Z_'E i XY 1 mek. Rme
b XY heisst qeichmassly Slebig Wem Yero 3520
NI % €T E TGl ) % (S 55 [dhy (306, RO < £

A4F



SAN=E 22 X7+ ek, Rwme

X9y Blekle,  wadl X Wmplih. => L sk olm. sk

RBeweis ! “"‘a wit Hinweis (S. kowmende  Seiien )

Rewers des Fundavmenmtelsntzes dec Algebra

118

Sei neN und d,, a4, ..., &, , € €. Berrachle duas Folynom
Pl @ P || : plB):= 2"‘+q“_42""‘+...+q42 + Qg (4)

Zu zeieen ¢ P ak eine Nulisielle.

Sex A= |aol + |@al4 oot (A, 0] und R = max A4, ZAI.
et T T ek b T oy Pl b e e
Z2x0. = p(2) = 2"(4+rr(@) (2)

For jede kempl. Zahl 2z € € mit 12l = R Al | v (@) = ]-%:- O T
< 1l 3 |as) I +Ia...41 p |Gol+ laal+... 4 1&n.q | 2 A e A
131" 2™ | 2| |Z| Iz 2
K\. Eeao\qvmnoﬁ : : A+ ¢ (2)
o

= [Pl = 121" ] 4+ r@] = 121" (4- \ce(2)]) = 12172 2 121/2
z A {ar 2e © nit 2l ZR

////// .

? Wir massen amechelb
s

der Keissdaoibe nach
// / / der  Nullslelle sudhen!
Ki=32zeC | lz2l s R} = K ist beschaink! & olmeschlossen
Z3 K ik kepkt . Die Fkh €= R : 2 = |P(2)| jet Slekig

k\. AN Ung, ¢
k\. Zeidnn 0 fpiall = A

N



. | | |
= Az e K sd [Vae K= [PEL] € 1P@] | (3)

L | . ) .
P(O)= ay -+ 1P@)l =lasl € A, O K = [Plzdl s A
Biauus RN ! SEREREARNE N

= lpa)]l € 1p@)l ¥ zeC (%)
Beh.: | P(2.) =10
Bew.: Annalime * ?(20) x 0O

FE : 11 - Pllatu) | o (2 W)
DG.AQW‘NUQ. Q r C d:; M()ﬂ | Q(W)- ?(%.’) = :Z:S’al ()

mit 2= A, Q et ain Pblymm, monk | Konstant !

=2 =4 [ s{aG] ¥V we (5)
| (&) .

T E5 [G(W) 2 A FbwT FThO| | be C\E6Y dnd | THO!: [ Tremse
| | i e heres Ordﬂmaﬁ
mt A K SN

Wehle A e € o dass _/3_k = r '—%' (845) iy
| Lrvmsoring : 35 od. &5 = -2, Dehinee B:= e
b= -4k = Q) =4-(%)+ mo

=> Debinere R(w) := Q(AwW)
= Rw) = 4- wh+ w8 (W) |, S(w): Polmom  (6)
5 - © 0
=> RWI 21 YweC (7)
Wanle <=0 s.d. |S(w)] £ C Ywe mit |wls1, 'Fef-z
L | . | | 324

= Far O<ws< A qilk: IR = |A- WX + W s (W) |

€ Ar LWt IsWl | €] Us wf ke
e~ | |
<lel 1=l Ar WF(A-wa)| €[A [Ixe

AEEEEREEN | T8 < wl< %
- => Widerspracn b | |
=2 P(zo) =0

nde fgo ks S L
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Kapitel 6: DOiffesenticlrechnung

f+ R R

Di qctenxmquoi{em '
£6¢) - £(xo)

AT T e

Rewm. .

A20

Bsp. 4)

F: T R, x0T

1) § heisst differenziesbar an der Sklle x,, waenn es
ecine 2ahl A€ IR gibt, sodass YE>o 38 >0 ¥xeR:
o< |x=x, ] 8 =% xel ia I%J-Al < €

2) Es aibt es hsonslens eine 2ahl A€ R weldne die
obige Bedingung erfdllt. Wem sie existiest, wird sie
die Ableitung von f an der Slelle X, agnannt wnd

mit - : Al C o E00- 206
£ fix)= (Xl I= }l‘?&j?z
bezeichnet.

3) § haisst differenzierbar , wean § an jeder Slelle x, € T
difloenzierbor i5t. In diesem Fall st die Koledtuney
Uon {‘— eine  Fumk hon f' : T = [R

s: T- R Aiff'bar, T Zetinerall
sle)
S(¢)

u

Position cines TeildnenS zwa  Zeitpkl. ¢
Gﬂ:‘odﬂw:ni;hk&;’r ZA "Jey\em ZQJLP\,d. t

"

ce IR, £0d sc| ¥ xieXT [lLewns!. Flt.)

£(x) - £(%)

B e = O V¥V xe I\ixs}

=3 %"()(o]-;o ¥V i €T



Bsp.2) {1+ R->R , f(x)=x VYxeR
' ) - Elxo
.- 00 - Blxo) e RN e

X = %o

= Hx,) =4 V xeR

Bsp.3) f: R> R, fx1=x*

60 - flxa) | K- X}

= xR - X - Xg = X ¥ Xo

= = | L.

> Jl-?xa (x+Xo) 2Xsl | ldihl 7 2Zx

Bsp- 4) f: R-> R, §(x =e&”

L £(xan) - = e - S L% M-l
T " h T n
HE T ‘ P |

=> K&/SS : lim = A

n=20 h

=> {'(x) = {im }_____{x*\:l-ﬂx} = et = f(X), dh. exp’ = exp

h=0

Bsp.S) £: R-> R, {( = sin(x)

Sin(X*h) = 5i0K) | gink0 es(h) + Cos (W sin (0) = sin(x)

=

n h
2 (W) -4 | | il
= sin(x) fosthl + Cos(x) S_‘:( .) = cos (x)
e L—*—J

-0  (h=0) =4
=3 Sin' = cos = sin dift'bar

£ R= R, $() = cs(x)

L cos(x+h) - @5 (x) 1 Cos(x)cos(h) = Sin(x)Sin (W) - cos (x)
i h W n
| s in () \
= (os(x) e ey Sin(x) S':‘ = —sin (x)
Ayt | SR

20 (h0) =4

=) cos Mfoor und  cos' = -sin
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Bsp-6) log : (0, 0) — R

= log (x¥¥) ~log(x) = log (=5) A log(A+ V)
— " i h T h/x
;_._._...',.___.-—‘
Kep-b: = A (W->0)
2 1003'(’0 = liv» l‘a(x*h)_b?(x} = x| Vx>0
h=0 n

Bsp.72) f: M= IR , £(x = x", ne N

- n
sl R H L =l A S
k=o
2lS J L " . i
= ;é(n)hk i ’é(mh XM T LAl KT g T
O\Xn n-A4

Bsp. 8) f: R> R, {(x) =Ix] YxelR

— £(x) - £ (o) Ll ) %1 A fals x>0

= P SR {~1 falls x < ©

= { an der Skl
Xs=0 widat oilbas
sonsk: ?'[x) =4 far x>0
f(x) =-4 far x <O

@sp.9) f: [0,0) = R, {x =TXT

. ——— £(n) - £0) el |4 h->0
M Xo=0 ¢ st =T e > 00  (h>0)

=2 ‘\' 1St nichi ol.iuvlacu" N | X, =0 i Sbttaw\nca, w O st
P

Lemma A4

Sei TclR en oFQenes fnkrvall wad £: T = R cine Fki. wnd
X, € T. Donn sind folgemde  Aussagen Tquivalent :

<) £ sk dilFear X,

“4) 3P T->R: ¢ iskslehg In x, wnd  £(x) = £(Xo)+ (X-x0) Y(X) F*x:jj
Wenn dies der Fall ish, so gilk:  Q(xs) = £'(Xo)

A22



Koro llar

Bew.: (%x%) & K&

Bsp.A0) §: R= R, fa=9{5" 75

A xP0
o F M'Sk—h“a i (X = O
= 5 ok (Al bale | S Ky £ 0|

Beweis von LA

£(=)- £x5)
“‘:T-“‘:EC , gy X% xg

‘(:) = ) : Deliner 1 L= \’R' iE
For il Debinites | R e e

= @ edxilt <)
=> Ye€>0 3§>0 ¥xeI:
O< Ix x| < § = |8 ey | < g
h—_—---"—y—-_—-——""

KoK Sie’ri‘} PE ,\_/ = | Q(x) - Q(x0) |

£L) = 2) @ slebig m X, = Ve>03 %8>0 ¥Yxel':
0<|x=X|<8 = |@(x-YQ(x)] <€

\"_'_-—‘Y-"_'-"’J
(£%) | £-50%0)
X = Xo

Lemma 2 TLTclR : oWe,n

{bg: T2 IR, xoeT. .9 seien oiffbar in x,. Dann gilt:
£) f+q: TR st diffbor in X, wnd (F+4)'(x0) = {'(x0)+ g (o)
“) o ¢ TR st diffbas n x, wnd (£5)' (Xo) = §'(X)9(%) + 9'(xe)F (%)
i) falls g(xX) x O YxeT so ist £/9: T> R diffloar n x, wnol

) {'(Xa) g (%) ~ 9" (Xo)§(Xo)
/ Xo) =
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Beow.:

A24

4)

)

AL )

ally.: Nach L4 3¢,y T IR die Slety ia X, Sinod, 5.l
fx) = £(%) + (X-x)Q(x) V¥xeT
A = glo) £ (x-%)4(x) ¥xeT
wnd § (%) = £0%) , @ (X) = ¢'(Xo)

Nn:= -F'\'? 1 TR, 2:= 9+¥Y . I>R = 2 skhy inx,

ol *

n(-nXe) = £(x)+q(x) - f1x)-g(x) = (x-Xo) (§(x)+ 4 (x))
—

L4 % (%)

=> | ist diffear in x, wad W' (%) = V(X)) = Q(X) + Y(%o)

= £(x) + 9'(x%) /u_/

h:= ;-% : I - R

h(%) - hix) = £(x)g(x) - §(x) g(x0) = ({:(x)“ﬂxo))%(x) + £(Xs)

(g4 - q0a)) = (x-%0) (09 9(x) * §(xo) 4 (x))

=> h(-hixo) = (X-xo) H(x), W:= g+ ¥{): T R
Skta n X,

LA

=> h diflloar in x5 wad: X (%)
b sewsie : (%) = W' (%)

"

@ (%o) (x2) + £(x0) ¥(Xo)
‘Q') (Ko) ‘}(xo) + %(xo) %’(Xb)
78 (Xa) /\/:

I

\ni: = -F—/c‘y LI IR
“ i} i {04 o (%) - g(x) £(0)
h-hixo) = £00 750 = §0x)/g(%) = 464 (%)

(£09 - RXa)) 9(x0) = ( 4(x-g(x)) £(xo)
%(A 3’()(0)
LP(X} %(Ao) it W["J %O‘o)

\XI=%) ot

\

Q 3(xa) - @£ (%)
% % (%9)

L4
ist sletig in X, => h sk eliffoar
% Xo wnd h‘(Xo)‘-‘Q’/(Ka)

= 9 =



Lemma 3 (Ke%\-%nr%al)

T, < IR seen zwe aﬂcme, mksvaklle  §: T M4 sei diffoar
M x, €T unad o: 32 IR sel diffbar in 3, 1= £06) ¢
=> 48 : T R Ik diffear in x, wnd - (o) (%) = 4" (£(x)) - §x)

Bew. : Nach Lemma 4 Al: T= IR .S\-Qirica, n X

FH [ Hl= R ] slebal 1| b,
sd. t 4 F(4d=£(x)+ (x-x,)(x) ¥xeT
2) g(y)= 9(ve)+ (Y-Yo)¥Iy Y yel

s (o&o{f)(X)- (%«'-'*F)(xo) = 5 (t(x)) ~ 9. (%)
E (P =%)"Y () 2 (x-%)90) 2 (£(4)
— %(X) = LP(K)/(I)(?(}(» 5“'2’“? N X, e LAK L4 in

_ Ka.P S

L_4.> a4of diffear n X, wnd (ohoF)'(Xo) = 0 (Xo)
= §(Xa) - V(=) = £(x) - g (£(%)) -

Bsp. 44) se R, f: (0,@)» R: x> slge

4 R > Ry e e

= gof : (0,00) = R diffbar

(qof)(x) = ™ < x5

S B k8 = (qelf) 00 = (g (800) 0 = T

st e s

Bsp.42) [{:(0,00) = R : x r xlog(x)
'k R KR | x|

= g - (00> R difflar
| (?)o?)(x) =] @ THR o Rk

| :}-—?_:i (0& o £) (K) x'.((oca._(x)_*-%)

K&Ww\ k
Produkiseqel

A2S
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SATZ A (Umkehrfunk¥ionen)

I,%¢ R offene nkrvalle, £: I = 4 slikl monoton, Sutjek v

4) £: I = N wad o= F'*' = T sind s\e%—a‘%

@) § oh[?l:w- n X, € L wwl (%) =0 = % Ol'ﬂ'bw' n )’o =
A

Xo) o{ o = T = )
USRBENABLELARRC T RRCT Ao gl 8

y= y, Nf *(ys))

Beweis ¢ § shikt monoten wadhsend

£) A% sk bijekhiv nadn Voraussetzung

2. =87+ R > T sk shkikt mencton wachsend

Ly vivied =y <y ; x:240) wnd X = g(y’)
= y= (X)), y'=fK) = x <X, sonst ware
Yoy’

2. A st S\-&-\%%

= Sei ye §, i €20, Debiniete x:= 9(y), Dann qilt
y=£(x). &:= minf f(x+€)-F), PR -L(x-a1 = O
=> &< L(x1€)ry , 8% y-L(x-8)
= f(x-€) € y-§<y+8< f(x+g)
=b | XiI- g S 4(y-8) < g(y+r8) § x+g
= | Niy'e (y-8,/y+&) gilk:| x-€ < 9(y*) <xt€
=> Yy'eR: |y-y]| <8 =190)-90)] <€, ye !y

<

4) VNach lemma 4 JQ: T R skiig in x, so. §x) -Q(x) =
= (x-%5) P (x) VxeT
= Y(x) * 0 V¥xel
Definiere | 12 M= IR | durch | 41} T(AT){ ar ye !
= A sleky in Y, i= £(xs) (da Qe z slehg in v5)
LA & L& ans Kap. S
Sei yel und x:=4(y), bzw. = f(x)
=> Y-vo = £00-8(Xa) = (x-x) @(x) = (4(v) ~ 9y, N9 (5(¥))

= 90 - 3(¥) = (y-%) q,(;m) => a diftkor in y,

,("(},) =2 %'(YD) = Q(YOJ




Bsp. 43) f: (0, @) = (0, @) i x »» X", ne

Bsp. A4)

Bsp. 45)

- Bsp- A6)
A TR e x<cy < B, = dwn(x) < tan(y)

4 Nadn S4Bk dan't = arcban 1 R > (2%, @)

9= fT1 (o, w) > (g,00) 1y ] ¥

A e |

Flabn n 4"

S

9'(y) =

f:IR=>R: x = x*, shikt menoton
£l =0 |
| vt - )4/"3 / Yao
gl = BT () {_.lyl%)y(o

3 nicht oliﬂ-’omr m y=0

: exP: R = (D,OO)
= £ = leg : (0,00) = IR
- {.'

- gy = - !
| AR & (117) BERRE 1)

R A EE e

Cos(x)

i z ! | 4 }
L 0€ xKy <% = ws (x > cos(y)

| . 0 £ s (x) < s\
Sin(x) Sin(v)
cos (x) cos(y)

A
.'ﬁ')/"

IN

4. U

gl Bsp. A1 )

we-c hsenol n

=: dan (®)

n(v)

2. {an: (':'?g, %) = IR bidekﬁu (Uh%)

- =

| e (R = Sin'(xlcodlk] - cosIsin(x)  _  oos?(x) + swnt(x)

Cos (x)? cos?(x)

= A+ tan?(x) 7 O

A

=1 wie ewaried!

" dilbos wed  archan (v 3 —
A

. .{.am.‘ (UCM (y]) % -_-4 + -\szal‘dm(ﬂ]

Ubg.: tanh™* ¢ (-4, 4) - IR
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Def.: £: TR Fh., TeR Inkrvall

A. Ein Element xe T heisst lokalsS Muximum von £
wenn qilt : 3820 ¥xelR: |x-x,|<8 = xeI
wad £ (x) 5 £(%o)
2. Ein Elewment %, €T leisst lokales Minvawm von
weny FE>0 YxeR : |[x-%X| <% => xe€I wnd
FHx) = ‘F(xo)
3. B\ Element x, € T heisst lokales Txdrevmuwm von §,
wenn x, entweder ein  lok Max oder ein lokMin vewn

£ sk

Ein Ra.no{ptmk* von I kann ke lokEx sein

Bsp. A42) I= (041, €: [041> R : x — X
L ©, A Sind  keme Extrevwa, erfallen Definition
nicht
T=1043; F:iloal> R & x— U
Lo Medes xe (0,4) ist Sowonl ein lok Max als auwch
ein  lok Min

@sp. A8) F: R 1R : x ¥ x°=x*, X%,=0 is+ o&n lokMax

SATZ 2

128

Sei TR &n lnkrvall. ¢ @ T = R diff'bar in xoe T.

£) Se £'(%) 0. Davn I 820 : ¥xeT: x,<x<X+8§={x)<f(x)
baw. X,- 5 <x <x, = f£(x) < £(x)

) Ses §1(X) <O. Dawn IS20 Vxe€X @ x, X4 X T8 = f(x)>Hx)
baw. [X.~8<ix< X5 | 3 (£ » (%)

i) Sei x, ein lokales Extremawn, von £ = {'(X.) = O

Bewess: 4) € := £'(X%)/2 => 35>0 VxeTI : (0<[x-Xl< 8
= | 2 pr)] < E = YxeT wait Ix-xal< 8

X"'K.

gilt =t -~ B()-€ = (%) /2 > O VA

-



) RN MASO wie in 4)

M) | F(X) > O = x, kein lek Ex|

| | T8 =2 00%) =0 [=> st lok Ex
f'(Xo) L0 =2 | X k&'ﬂ lbl( Ex } {\( b i

)
i

Zu Bsp. 48):  {'(x) = 4x? -2x  2x(2x*-4)

B R'(0) =0 = ok Max
{‘('t)z‘/ﬁ") . - lokHi‘nima

Bsp-43) f: R= R * x = x*
Lo | £71(p) = 3x5 |,| K1(0)=0

aber: x =0 Ukein |lok Ex

Pef.:  f: TR diffoar. x,e I heisst kritischer Punkt
Nl Tt E0%a (= 6
Ko loKEx  => x, keitisder Punkt
& 5. Bep. 42)

Bsp-Qo) { =R [xH> {x, xe @
*_4, xe R\Q
L unsleh g - an jeder Sklle x =0
f aber diff'var In x, =0
O.h. 82(i) ist anwendboar |

SATZ 2 ( Mitklwertsatz)

L [ab] = M skhg, [ sei differenziesbar an jeder Sllle x e (a,b).
= IFe (k) s.a  P(E) < B tlo)
Geowmetrisda

b-a

Die WKondivonon Mrg'en
nicht qbcaz&[nw'ichi-
Lerden !
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A30

Speziallall 1 SATZ von Rolle

Se; P= Cae]l » R bk\-’ua wak diffbac 1n X VYxe (a,b), Es sei
amsserdem  {(a) = f(e). => FEe (k) : ['(§)=0

Beweis 1 A Fall: £ =£) Y xe€ [abl]

= {'(¥)=0 Y Felap) ¥

2. Fall 0 dxe(ab) sd. £x) > £(a)
Nah KS/S208&S24 = 3 f € [gb] s.d.
(&)= wot § [ fl = $00

=> 'E ® a, f-‘:b
£
=> € ist ein [skMax von { = Q(E)'O‘/

—

3.Fall: 3 xe(ab) s-od {(x)< Q(a).
Wehe €€ [a,b] s.a. L(E) = E:.;;af

i:.,-:a' = v
FI(RL=0 [ % @

Reweis VYon Satz R

(=)
DL?tn;e“Q % Ea.,b:]--b R durcw ‘3[?( -F()'.) ——f—(-l*{-— (x 01..')

=> | & slefiy  und diftoar in (a,b).
Relle

glo) = £(e) = g(a) = T F € (ab) s.d. 9'(E)=O
= 0= 9'(%) = €'(§-)_ fle) - £

b~

Kocollar A ( Schranm kenSa.+z)

Te R Inervall, £: T—= R diffoar. Sei L20 s.d. [f'(®] <L
V;(QT_ = Vx,rx‘ T Qil* ‘e(xo) ?(&)] LY==l

Bew.: OB.AA.: X, < X4 = 3 g'e: (s Xa)| 5.1 1

x4) - £( H(%0) = £(xa)l
Ll % H: (E)l I +>(<,,)-£:°}\ . | Xeol~3¢. 4 7))



 Korollar 2

Ic. IR .\V.\H’A‘Ua“. {l= I-——') YR o‘a‘“—\oq.r E'(K)::O V_;.G.I
=> £ st kousiant

Qew.: Koe. A wiy L=Q _
(@)

Bsp- 24) PR > R diffear, € (=00 ¥VxeR
ROV L o
Bew.: Deb. g: IR>R duwdn g(x):= e *{(0)
=> a4 diffbar,  g'(x) = - e te™f'(x) = O
Y x e iR
> o = Konglant ‘3()() = 0&(0) = A
=3 {-‘(X) =e” Y xelR ,\(

K2

Korollar 2

T e W] Inlesubll] (6711 = 18] diffbas .
4) £1(x) > O ¥xeI => [ ist striki mon. sleigend
&) §'(x) 20 VxeI <=> { ist mon. sleigend

_Bem.': n L) '\\i'tl- die umkelnru,nca, mcht. Be,;s.f;ia\: {[x).-:x3

Bew | |, =3" | | Sta 2((, %)

=M { won. gl,e,]oae,no[ |
Avnnaime = {'(x,) <0 = A8>0 V¥xeT
Xo < X S Xp+4 & = {:(") < F(xa) }_L i
X0~ 8§ <X < X = £ > £(x) '

= £'(X%) 20 ¥x.€ I -

i

Bsp.22) §: o) > Rt x> (4rk)T
' - %(_K):: lot?({-(x}) % | lacd.(/{+ ’}’x)
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‘a](x)= locﬁkzh%)-rx 4 (”yx‘) =lo?(4+"/x)- A

As Y A+ Yk

n: [0,00) = R, W(F):= log (4% E)- A*EE

i

ye— ! 4 - 4+E- g —
Wil B Ar % (4+ §)* Wil =G

A —_
/H.E—(,“_'g)z =0 '?0»(‘ E)O

=> h(g) >0 V ¥>0

= 9'(x) = h(%) >0 ¥x=0

=> o SHiki mon, Skignd = e¥ = L gcheikt pmon.
Wachsend.

Jefar: I > R Miffear, £ T >R

Def.: £ heser Slekioy diffbar wenn £:T >R Skhg it
{he‘ass% Zwtmal sleky di(leren ziechar wenn £ diffoar
ish and ' (clebiq) diffbar k. Die Fumkbion {:= (')
heisst 2. Ableitung von £

{ heisst n-nal (sletig) diffoar (far ne N) wenn § iff'-
bar st wad ' (n-4)- mal Skl diffoar ist.

Notation {Jt'ir hohere P{b‘djfuh%n:

=40
¢
Fh= d/dx?' 3 O{Z‘K,‘F = ‘F{Z)

= dVax" €= dax (A" Sax £Y 1= Yix {3('“-4'} - &1('“)

"
X
5
A

"

-

z

P(OI‘Q“GI ‘\'

T=(a0) € R offen. %, €T fest, £: T R diffbar, {' sei an
der Slelle X, di(Flopr.

Z) 1% lokfin = | f(x)=0 ., £(X1 = 0

) % lkMax = f(x)=0, ' (% <O

i) §'(%) =0, £(%) 70 = x, strikies Jok Min

A32



w) %I(Xﬂ‘]. 3 Q / f-"(x;‘J <O | = Xo -S-Hlklcs 10'.4 Hax

| Bew.'-

) £(xa) =0 |
= JE>0 s.d. a< x5-85 < x2S < o cwnl
Xo €% € it g | v £l [x0) < [€(X)
Xd- 18] €x|< xq | = [0 (X)) > £(x)
=5 £ Vst | ehikt mon. wadrsend n (Xo, X + 8)
£ st strikt mon. fallead in (x,- 8§, %)
=> H(x) » IF(x) |V ke (x.| X5}
=2 {00 = g(x) ¥xe (%-§, x,)
= VxelR! 0<4|x-%l<q = xel

wn ol

£(x) = E(xa)

M) QRUASO

£)  olgh aws )
7 Foleﬁl-- s Alk)

2a Bsp. A8) s | H(x) = | X%~|x?

f1(x = 4x3 - 2x = ktikisde Punkle : x,= O
fl1(x)= A2 - 12 Kap = V0

' (%) =~ 2 <0 => lokMax

" ! L : }&ewdls stk
fbee) = & O lok Min

' L,{b% YO(M‘\OG’& unslo/}c,\qancy

P.a > A mit A/P-l-d/q:/‘ ] o, b (2O

= ab < "/Pa? + Mab? (220

Hinweis: Dehnere i (0,0) = R dusdn {(¥) = 4/P;<P— bx
Finden Sie dos gqlobale Minimwa von {:

I e R offenes Inkecvall. £: T IR heisst konvex, wenn

Vxo,x, 