PROGRAMA DE SARKISOV

RESUMEN. Siete charlas del Seminario de Geometria Algebraica UC, dictadas
durante el primer semestre 2023. El seminario fue dirigido por Pedro Montero,
y las charlas fueron dadas por Pedro Montero, Jaime Negrete y Giancarlo
Urzia.

Notas transcritas por Nicolds Vilches. Versién del 5 de agosto de 2023.
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2 PROGRAMA DE SARKISOV

1. MMP PARA SUPERFICIES Y MORI FIBER SPACES (PEDRO, 16 DE MAYO)

1.1. El MMP de superficies. Comencemos fijando un poco de notacién. Sea
X una superficie proyectiva suave sobre C, y sea

wx = det(T}\é) = Q%g = ﬁx(Kx)
el divisor candnico.

Definicién 1. Una (—1)-curva es una curva suave irreducible £ C X tal que
E = P' y E? = —1. Equivalentemente, Kx.F < 0y E? < 0. En ambos casos,
necesariamente tenemos Kx.FF = —1.

La equivalencia entre ambas definiciones es consecuencia de la férmula del género

aritmético
E(E+ Kx)=2p,(F)—2.

En efecto, si Kx.E < —1y E? < —1, entonces p,(E) < 0. Pero p,(E) >0,y asi E
tiene género 0.

Una fuente natural de ejemplos de (—1)-curvas proviene del blow-up de un punto
(suave) en una superficie X. El siguiente teorema clésico, debido a Guido Castel-
nuovo, muestra que toda (—1)-curva proviene de un blow-up.

Teorema 2 (Castelnuovo). Supongamos que E C X es una (—1)-curva. Luego,
existe un unico morfismo regular ¢: X —'Y tal que ¢ es birracional, ¢(E) = {p}
es un punto, Exc(p) = E, e Y es una superficie proyectiva suave. Con ello, ¢
identifica a X como el blow-up BL,(Y).

Este teorema puede utilizarse como punto de partida para estudiar las superficies
salvo equivalencia birracional, a partir de buscar (—1)-curvas. En cambio, Mori
(1982) sugiere reemplazar la pregunta “;existe una (—1)-curva en X?” por “jes
Kx nef[?”.

Ejemplo 3. Supongamos que Kx es semi-amplio; esto es, que existe un m > 0 tal
que el sistema lineal |mK x| no tiene puntos de bast—ﬂ Afirmamos que en tal caso K x
es nef. En efecto, dada una curva irreducible C' C X, podemos tomar un elemento
D € ImKx| que no tenga componentes en comtn con C. Como D es efectivo, esto
implica
CKx = lC’.D >0,
m
y asi Kx es nef.

En caso que Kx no sea nef, obtenemos una curva C tal que C.Kx < 0. El
siguiente teorema nos permite “contraer” C, en el mismo espiritu que el teorema
de Castelnuovo.

Teorema 4 (Cono). Sea C C X una curva irreducible tal que Kx.C < 0, y tal que
el rayo R =[C] es extrema]ﬁ Luego, existe un unico morfismo p: X — Z, llamado
contraccién extremal, satisfaciendo las siguientes condiciones.

(1) o(C) ={p} es un punto, y ¢ tiene fibras conezxas.
(2) Para toda curva T’ C X contraida por ¢, se tiene que Kx.I' < 0.

lRecordamos que un divisor de Cartier D es nef si D.C > 0 para toda curva irreducible C C X.
2En tal caso, decimos que mK x es base-point-free, usualmente abreviado como bpf.
3Esto es, es extremal en el conjunto convexo {[C’] € N1(X) : Kx.C' < 0}.
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Si I'1,Ty C X son contraidas por ¢, entonces existe un A € Rsq tal que
'y = A2 en NS(X)r. Ast, T'1,T'y pertenecen a R.
La variedad Z es proyectiva, normal y pz = px — 1.

Notar que no estamos exigiendo que Z tenga dimensién 2. Con ello, el teorema
del cono de hecho nos da dos tipos de contracciones.

(1)

(2)

 es birracional. En este caso, ¢ contrae un divisor, y Z es suave y proyectiva.
Esto recupera el teorema de Castelnuovo. Llamamos a esta situaciéon una
contraccion divisorial.

© es una fibracién. En este caso tenemos que dim Z < dim X. Acéd Z es un
punto o una curva. (En particular, Z es suave, pues Z es normal.) En este
caso, decimos que ¢ es un Mori fiber space, abreviado MFS.

Para nuestra discusién, utilizaremos el siguiente resultado clasico.

Teorema 5 (Nakai-Moishezon). Sea X una superficie y sea A € Pic(X). Luego,
tenemos que A es amplio si y solo si A2 >0 y AT > 0 para toda curvalT C X. En
particular, si px = 1, resulta que un divisor A es amplio si y solo si A.I' > 0 para
alguna curva I' C X.

Estamos listos para analizar el caso (2) en detalle. Separaremos nuestra discusién
en dos casos, dependiendo de la dimensién de Z.

(2.0)

Supongamos que ¢: X — Z es la contraccién de un rayo extremal [C], y que
dim Z = 0. En tal caso, tenemos que px = 1, pues pz = 0. Adicionalmente,
toda curva es contraida por ¢, por lo que Kx.I' < 0 para toda curva I’ C X.
Con ello, resulta que —Kx es amplio; esto es, X es una superficie de
del Pezzo. Dichas superficies estén clasificadas: X debe ser isomorfa a P2,
P! x P!, 0 al blow-up de P2 en a lo més ocho puntos. Como px = 1, la tinica
opcién es que X =2 P2,
Supongamos que Z = B es una curva proyectiva suave. Tenemos que la
fibra general de ¢p: X — B es suav«ﬂ Dada una fibra F' C X la férmula de
adjuncién nos da

wr 2 wx|r @det(Np)x) = wx|r,
donde la segunda igualdad se sigue pues F' es una fibra. En particular, al
tomar grado en F', obtenemos que
29(F) — 2 =deg(wx|r) = Kx.F < 0.

Resulta asi que g(F) = 0, y asf F = P!, En particular, Kx.F = —2 para
toda fibra F.

Veamos ahora qué pasa en las fibras que no son suaves. Por suavidad
genérica, el subconjunto A C B correspondiente a las fibras que no son
suaves es finito. Ahora bien, sibe Ay

Fy=a1Cy + -+ + anCy, a; > 1

es una fibra no suave, tenemos que C? < 0 para todo 1E| A partir de Kx.F}, =
0, obtenemos que Kx.C; < 0 para algtin j. Asi, la curva C; respectiva es
una (—1)-curva.

4Esto es una consecuencia de suavidad genérica, ver |[Har77, Corollary III.3.7].
5Ver |Bea96, I11.9].
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Con ello, si no existen (—1)-curvas, resulta que A = @, y asi X = P(&)
es la proyectivizacién de un fibrado vectorial & — B de rango 2, gracias al
teorema de NoetherfEnriquesﬂ

De este modo, podemos enunciar el programa de modelos minimales (o MMP
por su sigla en inglés) para dimensién 2 como sigue. Dada una superficie suave,
proyectiva X, comenzamos preguntdndonos si hay una curva (—1) en ella. De ser asi,
la contraemos a una superficie X;. Repetimos este proceso con X1, y asi obtenemos

X=Xo—-X1 == Xn

Tal proceso debe acabar, pues px decrece en 1 en cada blow-down. Obtenemos asi
una superficie X,,, sin curvas (—1), que llamaremos modelo mz'm'mal
Para clasificar, utilizaremos la dimension de Kodazmﬂ ) de la superficie.

= Sik(X) >0, entonces el modelo minimal es tnico. Ver [Bea96, V.19]. En tal
caso, uno puede verificar que Kx es nef.
» Sik(X) = —o0, entonces X, no es tnico, y K,, no es nef. Por la discusién
anterior, necesariamente X,, = P? — {pt} o X,, X P(&) — B.
En este seminario centraremos nuestros esfuerzos en entender el caso de dimen-
sién de Kodaira negativa. Nuestro objetivo central es como se relacionan los distin-
tos modelos minimales de una superficie X dada.

1.2. Transformaciones elementales. Sea ¢: P(&) — B la proyectivizacién de
un fibrado vectorial de rango 2 sobre una curva B. Como discutimos anteriormente,
tal morfismo es una fibracién de B, cuyas fibras son isomorfas a P*.

Observacion 6. Las secciones de ¢ (esto es, morfismos o: B — P(&) tales que
p oo = idp) estdn en correspondencia con cocientes & — % para un fibrado
vectorial .Z de rango 1. Dada una seccién o, podemos tomar el morfismo tautolégico

go*éa — ﬁp(g)(l) —0

y aplicar 0. Asi, podemos tomar .2 = 0" Op(«)(1), junto con el cociente & — £ —
0. No es dificil verificar que la curva o(B) tiene autointerseccién 2 deg(.Z) —deg(&).

Ejemplo 7. Consideremos B = P! y F,, = P(0p1 @ Op1(n)), para un n > 0 dado.
La superficie F,, asi obtenida se llama superficie de Hirzebruch. El cociente

Opr @ Opr (n) — Op1 — 0
induce una seccién C,, C IF,, con C2 = —n.

Ahora, fijemos un punto x € P(&), y sean t = ¢(z) € B la imagen de z,
F, = ¢~ 1(t) la fibra respectiva, como se muestra en la Figura

Tomamos €: Y — X el blow-up en z. De este modo, afirmamos que la transfor-
mada estricta Ft de F} es una (—1)-curva, y podemos asf considerar ¢': ¥ — X’ la
contraccién de F. Hemos mostrado esta construccién en la Figura 2 I

Vimos que Kx.Fy = =2,y que F? = 0. Asi, tenemos que ¢*F; = Ft + FE,yal
tomar interseccion con Ft

E*Ft.Ft = th + EFt = th + 1.

6Ver [Bea96} 111.4].
"Ver [Bea96, Chapter VII].
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FiGurA 1. Fibracién ¢ y la fibra en ¢.

F; )

B . . B
t t
FiGurA 2. Transformacién elemental.
Por otro lado, la férmula de proyeccién muestra que
G*Ft.ﬁt = Ft.E*(Ft) = 0,
pues F es contraida. Asi, resulta que F2? = —1, con lo que F, es una (=1)-curva.

Podemos verificar que Ky .F; como sigue. Escribiendo Ky = ¢*Kx + E y to-
mando interseccion con Fj, obtenemos

Ky.ﬁt = E*KX.ﬁt -+ EFt
= KX.E*.FA‘t + 1
—Ky.F,+1=—1.

Observacion 8. Supongamos que E = )\1:",57 con un A > 0. En tal caso, tomando la
interseccién con E obtendriamos que A = —1. Esto es una contradiccién, pues F y
F} son efectivas.

De este modo, hemos obtenido una nueva fibracién X’ — B, con la misma base.
Llamamos a f: X --» X’ una transformacién elemental.

Ejemplo 9. Supongamos que X = F,, es una superficie de Hirzebruch. Luego,
tenemos que X' = F,, 11 (resp. F,_1) si x € C, (resp. x ¢ C,). Para ello, la idea
clave es ver como cambia la autointerseccién de la curva C,,. Llamemos C' = C,, a
la curva (—n), y C, €' las transformadas estrictas en Y, resp. X'.
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Si z € C,,, entonces podemos verificar que ¢*C' = C' + E. Al tomar interseccién
con F, resulta que C.E=1. Luego, al tomar autointerseccién obtenemos que c? =
—n—1. Finalmente, al contraer F; no estamos modificando C, y asi C'2 = —(n+1).

El otro caso se puede verificar de manera completamente anédloga.

De este modo, si X — B es un MFS con base de dimensién 1, podemos obtener
muchas fibraciones nuevas X’ — B, birracionales a X, por medio de realizar trans-
formaciones elementales. Debemos tener cuidado eso si de verificar si en X’ — B
aparecen curvas (—1).

Observacién 10. (1) Si tomamos Fy = P! x P!, este espacio admite dos estruc-
turas distintas de MFS, por medio de ambas proyecciones. Es importante
destacar que los consideramos como MFS distintos, atin cuando el espacio
total sea el mismo, pues la contraccién (y el rayo extremal asociado) son
parte de la informacién del MFS.

(2) Para nuestros analisis, incluiremos que F; — P! es un MFS valido, a pesar
que F; = B, P? tiene una curva (—1).

2. LINKS DE SARKISOV Y EL 2-RAY GAME (PEDRO, 23 DE MAYO)

2.1. Links de Sarkisov. Hemos visto que si la dimensién de Kodaira es ne-
gativa, entonces los modelos minimales no son tnicos. El siguiente teorema nos
permitird entender cémo se relacionan los distintos modelos minimales de dichas
superficies.

Teorema 11 (Programa de Sarkisov, dimensién 2). Sean X, X’ superficies proyec-
tivas suaves, y sea

x L x
lw’ lw’
A z'

un morfismo birracional entre dos MF@ o y . Luego, f se puede descomponer
usando finitos links de Sarkisov. Estos provienen en cuatro tipos.

(I) Inverso del blow-up de P?:

PQ **E***% Fl
[
{nt} Pt

8Tal morfismo se define como un morfismo entre X y X', y no exige ninguna condicién invo-
lucrando las bases.
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(II1) Blow-up de P?:
F, —— P2

]
P! {pt}.

(IV) Intercambio de proyecciones en P! x PL:
P! x P! 4 Pl x P!

b | Jp
P! P!

La demostracion de este teorema es el objetivo central de las proximas charlas.
Para ello, seguiremos una estrategia llamada untwisting. Informalmente, pensare-
mos en MFS de la derecha como fijo, e intentaremos medir qué tal lejos esta ¢ de
él. Esto requerira la construccién de una tupla denominada grado de Sarkisov.

Mostraremos que si el grado de Sarkisov es suficientemente chico, entonces el
morfismo f debe ser un isomorfismo. Esto serd una consecuencia del Teorema de
Noether—Fano—-Iskovskikh. Posteriormente, mostraremos que si f no es un isomor-
fismo, entonces es posible utilizar alguno de los links de Sarkisov para reemplazar
@ por un MFS con grado de Sarkisov menor. Esto utilizard el 2-ray game, para
construir nuevas contracciones. De este modo, obtendremos una secuencia de links

X=Xy ----- y Xp ----- pooer mmmy X
7 = 7, A . VA

que hagan decrecer el grado de Sarkisov en cada paso. De este modo, obtendremos
una factorizacién de f en links de Sarkisov, obteniendo lo pedido.

2.2. Grado de Sarkisov. El objetivo de hoy es construir el grado de Sarkisov.
Para ello, comenzaremos fijando la siguiente informacién. Fijamos el MFS ¢': X' —
7Z'. Luego, fijamos A’ € Pic(Z’) amplio, p/ € Q¢ tales que
H = —py/'Kx + (¢)"A

es muy ampliﬂ
Ejemplo 12. Si X' = P2, Z' = {pt}, y ¢': X' — Z' es la proyeccién, podemos
tomar A’ =0, = 1/3, y asi H' = L es una recta en P2

Para definir el grado de Sarkisov, comenzamos con un morfismo birracional

f: X --» X’ desde un MFS ¢: X — Z. Tomamos una resolucién Y del morfis-
mo f, como se muestra en ().

Y
. / \
X ---—--- o » X/
wl L@’
Z A

Wer [KMI8, 1.45].
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Definicién 13. Dado D’ € |H'|, definimos la transformada homaloidal como
D:=o0.0"D.
Tales D definen un sistema lineal, que denotamos f~! |H’|.

Observacién 14. Notemos que f~!|H| no depende de la resolucién escogida. En
efecto, si a: Y — Y es cualquier morfismo regular birracional, entonces

(coa)(c'oa)* =d,0a,0a* 00’ =0,00",

gracias a que a, o a* es la identidacﬂ Para el caso general, basta dominar dos
resoluciones de f por una tercera.

Fijado D € |H'|, notemos que se tiene la inclusién f~!|H’| C |D|. Veremos en
un ejemplo mas adelante que tal contencién puede ser estricta.

Observacidon 15. Notemos que el base locus Bs|D| de |D| es de dimensién cero (o
vacio). Esto se sigue pues las curvas de |H'| se mueven en X', y por ello en Y. Con
ello, tenemos que D es nef en X (aunque puede que no sea amplio).

De hecho, gracias a un resultado de Zarkiski (1962) sabemos que mD es bpf para
m > 0.

Estamos en condiciones de definir el primer niimero asociado al grado de Sarki-
Sov.

Definicién 16. El umbral cuasz’—efectivaﬂ = p(f) es el (inico) nimero racional
€ Qtalque uKx+D =, 0; esto es, (WK x+D).I' = 0 para toda I' C X contraida
por ¢.

Notemos que tal p debe existir, pues todas las curvas I' contraidas por ¢ son
numéricamente multiplos unas de otras. Con ello, basta definir

DI

@) B Ty
Gracias a la Observacion tenemos que D.I' > 0. Més audn, si D.I' = 0, tenemos
necesariamente que D es contraido por ¢ gracias a la formula de proyeccién. Esto
llevarfa a una contradiccién con el hecho que D? > 0. Resulta asi que D.I" > 0.

Por otro lado, tenemos que —Kx.I' > 0, pues —Kx es positivo en las curvas
contraidas por ¢. De este modo, obtenemos que p € Q.

Observacion 17. Notemos que si Z tiene dimensién 1 (i.e. ¢ es P(&) — Z), entonces
podemos tomar I' = F una fibra, y asi —Kx.I' = 2. Si Z tiene dimensién 2 (i.e. ¢
es P2 — {pt}), entonces podemos tomar I' = L una linea, y asf —Kx.I' = 3.

En cualquier caso, tenemos que el denominador de es divisible por 6. Obte-
nemos asi que p € %N.

Observacion 18. Una segunda manera de interpretar p es como un umbral, como
sigue. Veamos cémo evoluciona la funcién

t— (Kx +tD).I.

Para t = 0, esta funcién es negativa. Como D.I" > 0, esta funcién lineal en ¢ alcanza
el valor cero para un tdnico ¢t > 0. Este valor es exactamente 1/p.

De este modo, si (Kx + tD).I' > 0, entonces ¢t > 1/u, y similarmente para la
otra desigualdad. Esto sera tutil para obtener relaciones con el p.

10vVer [Bea96, p. 2].
B¢ quasi-effective threshold en inglés.
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Informalmente, uno deberia pensar en que los elementos de |H’| son lineas, y
que f~1|H'| son lineas torcidas (o twisted lines). Con ello, el proceso de factorizar
f via links de Sarkisov se conoce como untwisting.

Definicién 19. La multiplicidad mazimal X = X(f) se define como sigue. Si
f~Y|H'| es bpf, definimos A = 0. En caso contrario, tomamos

A := méx{mult,(D) : p € Bs f ! |H'|}
para un D € f~1|H'| general.

Para el siguiente elemento del grado de Sarkisov, introducimos la siguiente no-
tacién. Llamaremos F; a los divisores excepcionales de 0: Y — X, y E; Y - X’
a los divisores excepcionales de ¢’. Con ello, definimos

Dy :=0¢""D'.

Definicién 20. El nimero de divisores crepantes £ = £(f) se define como sigue. Si
f7Y|H’| no tiene puntos bases, dejaremos X indefinido. En caso contrario, conside-
ramos el par logaritmico

1

(XvAX)a AX:XD

Definimos los ntimeros a;, b; tales que

Ky = O'*KX + ZaiEi,
Dy =0"D =) bE;.

De este modo, podemos escribir
b;

Kx+AY:U*(Kx+AX)+Z5iEi, 5i:ai_x~

Definimos asi ¢ como la cantidad de divisores E; tales que §; = 0. Esto es,
Con estos tres nimeros, el grado de Sarkisov degg,, de f se define como

degga, (f) = (u(f), A(f), €(f))-

Veamos algunos ejemplos del grado de Sarkisov.

Ejemplo 21 (Cremona clésica). Consideremos la transformacién de Cremona
f:P? - P2, [x,y,2] = [yz, zz, 2y = [1/2,1/y,1/2].

Es fcil verificar que f esté definida fuera de los puntos [1,0,0], [0,1,0] y [0,0, 1].
Adicionalmente, tenemos que f2 = id. Este morfismo se resuelve tomando blow-ups
en los tres puntos donde no estd definido, como se muestra en la Figura [3]

El morfismo f define un morfismo de MFS, donde P? es un MFS sobre un punto.
Para calcular el grado de Sarkisov, necesitamos fijar A’, u’. Escogemos A" = 0, 4 =
1/3 como en el Ejemplo 12| De este modo, el sistema |H’| viene dado por las lineas
de P2,

Comencemos determinando f~!|H’|. Para ello, basta mirar los elementos ge-
nerales D’ € |H'|, que en particular no pasan por los puntos donde f~! no estd
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E4 X B2

’
]P’Q E1 Ey

E,<Eg

FI1GUurA 3. Transformacién de Cremona.

definido. De este modo, la transformada ¢’ D’ consiste en una curva irreducible, al
igual que o,0’" D’. Para calcularla, escribamos D’ = V (ax + by + cz), de modo que

D =V(ayz + bzx + cay).

De este modo, el sistema f~1|H’| viene dado por un subespacio de dimensién 3
en |2L|. M4s explicitamente,

f_1 ‘H/‘ = ‘2L - [17070} - [07170] - [0707 1” -,Cs |2L| :
Estamos asf en condiciones de calcular el grado de Sarkisov para f.
= Para calcular p(f), debemos escoger una curva I' C P? contraida por ¢.

Basta tomar I' = L una recta cualquiera, pues ¢ contrae todo a un punto.
De este modo, usando obtenemos

DL  2LL 2

e TKmL  3LL 3

» Para determinar A(f), debemos estudiar con cuidado el sistema f~!|H’|.
Tenemos tres puntos bases, y un elemento general pasa con multiplicidad 3
en cada uno. Asi, A = 1.

= Para obtener ¢, debemos obtener las discrepancias ay y by como arriba.
Utilizando la notacién de la Figura[§]y de la Definicién [20] tenemos

Ky =0"Kx + (E1 + E; + E3),
y asi a; = ag = a3z = 1.
Por otro lado,
o*D =D+ E; + Ey + Es,

donde D denota la transformada estricta. Esto se sigue pues un elemento
D genérico pasa con multiplicidad 1 por cada punto base del sistema lineal.
Por otro lado, tenemos que
oD = D,
yasi by = by =b3 = 1.
Obtenemos con ello que §; = a; — b;/A es cero para los tres divisores
excepcionales, y asi £ = 3.

En suma, el grado de Sarkisov de f es
degSar(f) = (2/33 1; 3)
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Antes de continuar, buscaremos entender un poco mejor ¢cémo se calcula £. Para
ello, necesitaremos precisar un poco cémo se relacionan las discrepancias con las
multiplicidades.

Recordemos que el morfismo o es una composicién de blow—upﬂ No obstan-
te, esto mo significa que o sea el blow-up en una coleccién de puntos (cldsicos)
P1,--.,ps € X. En cambio, hay una colecciéon de puntos

meX, preBlL, X=X, pscBL, Xy,

tales que o es la composicién de dichos blow-ups.
Centrémonos en el caso s = 2, de modo que existe una superficie X5, y puntos
p1 € X,ps € X5 tales que o se factoriza como la composicién

Y - X5 — X,

donde Y — X5 es el blow-up en pa, y X9 — X es el blow-up en p;.

Si p2 no estd contenido en el divisor excepcional de p; (o equivalentemente, si la
imagen de ps en X es distinta a p;), entonces es facil verificar que o es el blow-up
de Y en p; y (la imagen de) po. La situacién donde py € Exc(Xo — X) es distinta.
En tal caso, decimos que ps es un punto infinitamente cercanolﬂ api.

En general, decimos que p; es infinitamente cercano a p; si p; estd contenido en
uno de los divisores que se contrae a p;.

Fijemos ahora p; € X un punto (cldsico), y sean po,...,p; todos los puntos
infinitamente cercanos a p; que aparecen al descomponer ¢ en blow-ups (en orden).
Para cada p;, consideramos F; al divisor excepcional asociado (que vive en algin
paso intermedio de la descomposicién en blow-ups anterior). Luego, escribimos

U*E12E2++T¢EJ

a la transformada total, donde E; es la transformada estricta de E;. Con ello,
podemos calcular la discrepancia a; como

aj =71 +---+rj_1+1

Por otro lado, si mq,...,m; denotan las multiplicidades de la transformada de D
en cada p;, tenemos que m; > --- > m,;. Asi, es facil verificar que
b1:m17 bj:r1m1+~-~+rj,1mj,1 +mj.
Con ello, obtenemos que by /a; = my, y
g _ r1mq +~~~+7"j_1mj_1 +mj <m
a; 7“1+"'+Tj,1+1 -

Podemos resumir nuestras conclusiones en la siguiente proposicion.

Proposicién 22. Sea p1 € X un punto cldsico y sea p; un punto infinitamente
cercano a py. Luego, tenemos que
b

b
< < 2L — mult,, (D).
Qj aq

A= méx{bi}.
% a;

12Ver [Bea96), 11.11] o |[Har77, V.5.4].
I3Ver por ejemplo [Bea96} 11.20(2)] para reforzar esta nocion.

De este modo, tenemos que
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En particular, resulta que §; > 0 para todo ﬁ Adicionalmente, si A # 0, obtenemos
que £ > 0.

2.3. El 2-ray game. Para finalizar la sesién de hoy, discutiremos la idea princi-
pal para demostrar el Teorema[I1} Supongamos que tenemos un morfismo f: X --»
X' entre dos MFS (X, ) v (X', ¢’). En particular, tenemos que px = pz — 1, y asf
el grupo de Néron—Severi relativo NS(X/Z)g es isomorfo a R.

(1) Si A > p, entonces existe un punto p € X tal que mult,(D) = A. Sea
W = Bl, X — X el blow-up. Acd NS(W/Z)r = R?, y con ello NE(W/Z)
tiene dos rayos extremales. De ellos, ya conocemos uno: el que contrae el
blow-up recién realizado.

Esta es la idea clave del 2-ray game: como tenemos un cono en un espacio
2-dimensional, hay dos rayos extremales. Pasamos asi de contraer uno a con-
traer el otro. Dependiendo del tipo de contraccién, tenemos dos situaciones.
(a) Sila contraccién W — T es un MFS, caemos en el caso (I) del programa

de Sarkisov.
(b) Si W — W’ es una contraccién divisorial, estamos en el caso (II).

(2) Si A < pu, probaremos con el teorema de Noether—Fano—Iskovskikh que Kx +
%D no es nef. En particular, acd X admite una segunda”°| contraccién.

(¢) Si X — T es un MFS, tenemos el caso (IV).
(d) Si X — W es una contraccién divisorial, entonces probaremos que W =
P2, y asf estamos en el caso (III).

Todo esto sera discutido en mas detalle en las siguientes sesiones. Este algoritmo
nos permitird concluir el Teorema

3. TEOREMA DE NOETHER-FANO-ISKOVSKIKH (PEDRO, 30 DE MAYO)

Las referencia principal para esta seccién es [Mat02]; ver también [Koll9] y
[Che05]. Comenzamos recordando un poco de notacién anterior. Sea ¢': X' — Z’
un MFS fijo. Fijamos p/ € Q>°% y A’ € Pic(Z') tales que

H/ p— 7,LL/KX/ + (QDI)*A,

es muy amplio en X’.
Sea ahora f: X --» X’ un mapeo birracional, con ¢: X — Z un MFS. Fijamos
una resolucién

Y
>N
(3) X e T » X/
wi J{w’
Z A

del mapeo f. Podemos asumir que o’ consiste en la menor cantidad de blow-ups
posibles (por ejemplo, tomando ¢’ como el blow-up en los puntos base de f~1, y
luego o = f~Lod’).

14y asi (X, Ax) es canénico.
5Debemos demostrar que de hecho esta contraccién difiere de la que induce ¢. Esto serd
demostrado posteriormente.
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Dado D’ € |H'|, definimos D = o.0"" D',y f~1|H'| = 0.0’" |H'|. A partir de
ellos, definimos p y A como sigu
= Tomamos p € %N tal que (uKx + D).I' = 0 para toda curva I' contraida

por .
= Escribamos Exc(o) = Ey U --- U E, a los divisores excepcionales, y

Ky =0"Kx +_ arEj,
k=1

Dy :=0"*D’

n
=o*D — Z bkEk.
k=1
Definimos asi A = méxy{bi/ar}. Vimos en la Proposicién 22| que esto equi-
vale a

A= méix {mult,, (D)},

1=1,...,s
donde Bs f~1|H'| = {p1,...,ps}, y D € f~!|H’| es un elemento general.

Nuestro objetivo para el dia de hoy es dar una demostracién detallada del si-
guiente resultado.

Teorema 23 (Noether-Fano-Iskovskikh). Supongamos que A < p, y que Kx + iD
es nef. Luego, se tiene que f es un isomorfismo de MFAﬂ

Ideas similares fueron usadas por Iskovskikh y Manin para demostrar que Aut(X)
y Bir(X) coinciden para una hipersuperficie X C P* suave de grado 4.

3.1. Demostracién del teorema. La demostracién del teorema estard dividida
en tres partes. En la primera demostraremos que p (que depende de f) y p/ (que
estaba fijo) son de hecho iguales. En la segunda, probaremos que Kx + iD y

Kx + iD’ tienen igual pullback en Y. En la tercera usaremos esto para concluir
que f es un isomorfismo de MFS.

3.1.1. Paso 1: p = p'. En primer lugar, notemos que H' + p/Kx = (¢')*A’, por
construccién. De este modo, si f es un isomorfismo de MFS deberiamos esperar que
esta igualdad sea verdadlﬂ Para probar la igualdad, haremos dos desigualdades.

Comenzaremos probando que g/ < p. Esto es un resultado general, y aplica
siempre que tengamos f: X --+» X’ (sin usar las hip6tesis adicionales del Teorema
. Para ello, dado ¢ > 0 racional y D’ € |H'| general, entonces

(1 +€)D/+ILL/KX/ N€D/ + (@/)*A/
es amplio, pues el primer término es amplio y el segundo neﬂ De este modo, para
todo t € (0, 1), resulta que
1
L = Kx + ;D/

es amplio.

16Habiamos definido ademas £. Este tercer niimero no serd necesario hoy.

Esto es, no solo f es un isomorfismo entre X y X', sino que adicionalmente induce un
isomorfismo entre Z y Z’ compatible con ¢ y ¢'.

18En efecto, si I' se contrae por ¢, entonces p*A.I' = 0 por la férmula de proyeccién.
Esto es por ejemplo consecuencia del criterio de Kleiman, ver |Laz04, 1.4.10].
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Con ello, L := o0,(c’)*L’ satisface L.I' > 0 para toda I' contraida por (. Para
entender qué significa esto, calculamos explicitamente. Primero,

1
(O_/)*L/ — (a_l)* (KX/ + tD/>
= Ky —E/—l— %(0’)*D/

1
=0"(Kx)+ Y axBy — E' + g(a’)*DQ
k

donde E’ > 0 es el divisor excepcional. Asi, al aplicar o, y usando la férmula de
proyeccién nuevamente, nos queda

1
(4) L=o.(0)'L'=Kx + ;D —o.(E").
De este modo, y como L.I' > 0, podemos reordenar y escribir
1
(KX + tD> I'=LT+o0.(E").T

> LTI
> 0.

Acé hemos usado que o,(E’") > 0 es efectivo y que I" es nef.
En resumen, hemos verificado que para todo t € (0, '), se tiene que

1

Por la Observacién resulta que 1/t > 1/u para todo t en (0, y'). Tomando
t — u/, resulta que u > .

Observacion 24. Como mencionamos arriba, la desigualdad p > p’ aplica para
cualquier morfismo de MFS f: X --» X'.

Vamos a demostrar ahora que u < p’. Este paso utilizard que Kx + iD es nef.
Sea IV C X’ una fibra de ¢’. Fijado ¢, la Observacion |18 nos dice que

1
(KX, + tD’) I <0
para toda fibra IV de ¢’, si t > u'. De este modo, buscaremos calcular esta inter-
seccion para t = .
Llamemos C = 0,(0’)*T" para una fibra I" genérica@ Tenemos que
1 1
(o) (KX' + D) =Ky + ;DY -,
I
donde E’ > 0 es el divisor excepcional. De este modo,
1 1
(#0420 ) 1 =0y (R 50 ) T
o I
1
(5) = (Ky + Dy> (a!) T,
L

20Ep particular, C es efectiva e irreducible, pues podemos tomar IV evitando los puntos donde
o’ no es un isomorfismo.
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Realizamos el mismo tipo de comparacién con las discrepancias para Ky + %Dy.
Escribimos

1 1 - 1
(6) Ky +—-Dy =0¢" (Kx-i-D) +Z(ak_bk:) Ey.
14 1% P w

Ahora bien, como A < pu, tenemos que ay — fbk > 0, lo que nos permitird continuar
la comparacién en . Tenemos

1
(Ky + uDy) .(G/)*FI

® <a* (KX + iD) + zn: (ak _ ibk) Ek> (o)) T
=o* (KX + ;D> )T+ Z < ap — bk) Ep.(o')T
(KX + D) C+ Z (ak - ku) Ey.(0)T.

k=1

El primer sumando es no-negativo, pues Kx + iD es nef. En el segundo, podemos
asumir que (o/)*T" es distinta a las Ej, y as{ Ej.(¢")*I” > 0. Por la observacién de
arriba, los coeficientes son positivos, y asi toda la suma es no-negativa.

De este modo, hemos probado que

1
<KX/ + D,) I’ > 0.
1

Por la Observacién esto implica que p < y/, probando la desigualdad faltante.
Con ambas desigualdades, concluimos que p = p’, probando lo pedido.
3.1.2. Paso 2: 0" (Kx+ iD) =o' (Kx + ﬁD/). La estrategia bésica para demos-
trar este paso es comparar discrepancias entre los log-pares (X, I%D), (X7, %D’), e
(Y, iDY)-
Comencemos con el primer conjunto de discrepancias. Usando la notacién ante-
rior, escribimos

1
(7) KY“F;DY =o" (Kx-i- D) +Z5kEka
k=1

con 0 = ax — bg/p.
Notamos acé dos desigualdades importantes. Primero, como A < u, tenemos

by,
(5k—ak——>ak——>0
I A

pues A es el mdximo de los by /ay. Segundo, tenemos la desigualdad

iakEk S iakEk =R
k=1 k=1

el divisor que mide la diferencia entre c* Ky y Ky.
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Del mismo modo, podemos imitar esta comparacién en ¢’. Escribimos

1 . 1 s
(8) Ky + ;DY = (o) (KX’ + MD/) + 2531*7;,
j=1
con 0% = a; € Zxo. Esto utiliza que Dy = (¢/)*D’ por construccion.
Comparando y , nuestro objetivo es probar que

(9) > okEr =Y 0E].
k=1 j=1

Para ello, introduciremos un poco de notacién para las curvas excepcionales en
Y. Llamaremos F}; a los elementos de {Ey,...,E,, El,...,El}. Separamos a las
curvas en tres grupos, dependiendo de si es contraida por o o ¢’. M4s precisamente,
escribimos

Iy o(Fy) = {pt}, o'(Fy) # {pt}
tell, s {o(R)# ipth o'(F) = [nt)
IU,U’ U(Ft) = {pt}7 OJ(Ft) = {pt}

En esta notacién, verificaremos que @D separando las sumas en términos de I,,, I,
(§] 1070/.

Para realizar la comparacién, necesitaremos la siguiente versién del lema de
negatividad.

Proposiciéon 25. Sea g: S — T un morfismo birracional, donde S, T son super-
ficies suaves, y escribamos Exc(g) = Fy U---UF,. St M = Y, \;F; satisface que
M.F; > 0 para todo i, entonces A\; < 0 para todo i.

Comparando y , tenemos que
1 1
M:=(o')" (KX/ + D/> —o" (KX + D) + E 6, Fy
1

K tel,,
= Z (StFt —|— Z (O’t — O'é)Ft.

tel, tel, 5

En particular, esto implica que M es un divisor excepcional respecto a o. De este
modo, buscaremos aplicar la Proposicién Dado s € I,,, tenemos que

1 1
M.FS = (UI)* (KX’ + D/> .FS - O'>k (KX + D) .FS + Z 5£FtFS
K H tel

1
= KX/+D/> Ui(FS)+ 51Ft.FS.

El primer término es no-negativo, pues Kx: + iD’ = Kx/ + iD’ es nef (por
construccién de D). El segundo término es no-negativo, pues las curvas Fy y Fy
son distintas. Asi, la Proposicién [25| nos asegura que &; < 0sit € I,,y 0: —d; <0
site Ig)g/.

Luego, realizamos el mismo argumento con respecto a ¢’. Aci usaremos que
Kx + %D es nef, por hipétesis. Resulta con ello que §; < 0sit € I,/, y que
(52/5 *(St S Osite 10'70',.
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Para concluir, basta recordar que d, 0; > 0 para todo ¢, por construccién. Resulta
asi que 6y, 9; = 0 a menos que t € I, 5+, en cuyo caso §; = J;. Esto muestra que @
se satisface, y con ello demostramos lo buscado.

3.1.8. Paso 3: f isomorfismo. A partir del Paso 2, tenemos que si E; €s una curva
excepcional para o', entonces 0% = 0 a menos que j € I, . Pero §; > 0 para todo
j. De este modo, resulta que toda curva contraida por ¢’ es contraida por o, esto
es, que Exc(o’) C Exc(o).

Ahora bien, hemos escogido ¢’ de modo que sea minimal. Con ello, necesariamen-
te o’ debe ser un isomorfismo. Podemos por tanto asumir que Y = X, ¢/ = idx-,
y que ¢ = f~!. En particular, esto muestra que f es un isomorfismo entre las
superficies X y X’. Nos falta verificar que f induce un isomorfismo de los MFS
asociados.

Llamemos h: X’ — Z a la composicién

_r—1
he X' = x 8 g
Notemos que h tiene fibras conexas, pues tanto o como ¢ tienen fibras conexas. Sea
B una fibra de h, de modo que o,(B) es una fibra de . Con ello, la definicién de
W garantiza que

1
o* <KX + D) .B=0.
I
Por otro lado, usando los pasos anteriores podemos calcular
1
0=o" (KX+D> .B
"
1\ % L,
:(U) (KX/+/D>.B
W
]' /
= Kx + fID .B
I

1
= E(w’)*(A')-B
]‘ ! /
Ahora bien, tenemos que A’ es amplio en Z, y que ¢, (B) es efectivo. Con ello,
resulta que ¢! (B) =0, y as{ ¢’ contrae a B.

Con esto en mente, inducir el morfismo g: Z — Z’ se hace como sigue. A ni-
vel de puntos (cerrados), definimos g(z) como ¢’'(h~!(z)). Usando [Mat02, 1-8-1],
uno verifica que esta construccion de hecho define un morfismo de variedades. Por
construccién, tenemos el siguiente diagrama.

x = x

LPJ/ J{ap’
9 /
7z —— 7.
Afirmamos ahora que ¢ es un isomorfismo. En caso contrario, existiria un divisor
E C X' contraido por o. Pero asi E serfa contraido por ¢'. Esto contradice el

Teorema [@], pues E corresponde a una contracciéon divisorial. Con ello, o debe ser
un isomorfismo.
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Para concluir, basta verificar que g es un isomorfismo. Esto se verifica caso a
caso, comparando los distintos tipos de MFS. Esto concluye la demostracion del
Paso 3, y con ello el Teorema

3.2. Programa de Sarkisov. La aplicacion principal del Teorema [23| es probar
el programa de Sarkisov. Comenzaremos preguntandonos si A < p.
= Si A < p, entonces vemos si Kx + iD es nef. De serlo, f es un isomorfismo
gracias al Teorema
En caso contrario, Kx + %D no es nef. Esto es, existe una curva I' C X
negativa para Kx + %D. Ahora bien, (Kx + %D).I‘ = 0 si I' es contraida
por . De este modo, una curva negativa para Kx + /%D pertenece a un rayo
extremal distinto al de .
Esto nos permitird, escogiendo adecuadamente I', utilizar el 2-ray game
directamente en X, y repetimos el proceso.
= Si A > u, escogeremos un punto p € X tal que p es un punto base de
multiplicidad A para D. El grupo de Néron—Severi relativo a Bl,(X) — Z’
tiene rango 2, y en él aplicaremos el 2-ray game.

Debemos verificar eso si que el algoritmo termina luego de finitos pasos. Para
ello, mostraremos que podemos realizar cada paso de modo que el grado de Sar-
kisov decrezca. Nos dedicaremos a demostrar esto cuidadosamente en una sesién
posterior.

4. SESION DE EJERCICIOS (JAIME, 6 DE JUNIO)

El objetivo de esta sesion es discutir algunos problemas y resultados relacionados
a lo que hemos visto en las sesiones anteriores.

4.1. Lema de negatividad. Vamos a demostrar el lema de negatividad en di-
mensién 2. Para ello, fijamos X una superficie suave, proyectiva. Nuestro punto de
partida es el siguiente resultado.

Teorema 26 (Indice de Hodge, [Har77, V.1.9)). Sea H un divisor amplio y sea D
un divisor con D #0 y D.H = 0. Luego, tenemos que D? < 0.

Consideremos el espacio vectorial V' = Num(X) ®z R. Sea p = rkNS(X) la
dimensién de este espaciﬂ El producto de interseccién en Pic(X) extiende a una

forma bilineal no degenerada
VxV =R

que escribiremos con la misma notacion.

Fijemos h € V la clase de un divisor amplio en X, y extendemos esto a una base
{h,ha,...,h,}. Asi, por el teorema de indice de Hodge obtenemos que h? < 0. Esto
es, el producto de interseccién tiene signatura (1, p—1). Resumimos las conclusiones
en el siguiente enunciado.

Teorema 27 (fndice de Hodge). La forma de interseccién en X tiene signatura
(1, p(X) = 1). En particular, si un divisor E # 0 satisface E.D = 0 para algin
divisor D con D? > 0, entonces E? < 0.

A partir de este teorema, podemos probar una primera versiéon del lema de
negatividad.

21Que es finita, gracias al teorema de Néron—Severi.
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Teorema 28 (Negatividad de curvas contraidas). Sea ¢: X — Y un morfismo
propio, birracional, con X no singular (pero'Y posiblemente singular). Si E es un
divisor en X contraido por ¢, tenemos que E? < 0. La igualdad se alcanza solo si
E=0.

Demostracion. Sea H un divisor amplio en Y, y tomemos D = ¢* H. Notemos que
D es biﬂ y nef. De este modo, tenemos qu

D? = ¢*H.¢*H = H? > 0.
Ahora, la férmula de proyecciérﬁ permite verificar que
D.E=¢"H.E=H.¢.F =0,

pues E es contraida.
Para concluir, necesitamos verificar que E no es numéricamente trivial. Para
ello, separamos en dos casos.

= Si E es efectivo (y no cero), entonces E no es numéricamente trivial. En
efecto, esto se sigue de que cada componente de E tiene interseccién positiva
con un divisor amplio en X. Obtenemos asi que E? < 0.

= En el caso general, escribimos

E=E,-E_,

donde E, E_ son divisores efectivos sin divisores en comin. Tenemos que
E..E_ >0, al no tener divisores en comin. Por otro lado, el punto anterior
muestra que E2, E? <0, y alguno de ellos es negativo. Asi, obtenemos que

E?=(E; —FE_)*=E?-2E,.E_+E%<0.
Esto demuestra lo pedido. ([l

Corolario 29. Sea ¢: X — Y como en el enunciado anterior, y sean Fn,..., Ey,
curvas contraidas por ¢. Luego, tenemos que la matriz de autointerseccion (E;.E;); ;
es negativa definida.

El siguiente resultado fue utilizado anteriormente para obtener desigualdades
sobre los coeficientes de divisores relativamente nef.

Teorema 30 (Lema de negatividad en dimensién 2). Sea f: X — Y un morfismo
birracional entre superficies, con X proyectivo y no singular (peroY potencialmente
singular). Sea E =", a; E; un divisor, con E; curvas contraidas por f. Supongamos
que E es relativamente nef sobre Y; esto es, que E.E; > 0 para todo j. Luego,
tenemos que «; < 0 para todo i.

Demostracion. Por contradiccidn, supongamos que algin «; es positivo. Escribimos

FE = Z alEz—i— Z ajEj,

i ;>0 jra;<0

22Informalmente, un divisor D en X es big si dim |mD)| crece como mm™ X Ver [Laz04} §2.2]
para una discusiéon maés detallada.

23 Alternativamente, podemos tomar C1,C> € |H| generales, tales que estén contenidas en el
abierto donde ¢ es un isomorfismo. Esto es posible pues ¢~ ! estd definida en el complemento
de un cerrado de codimensién 2. Con ello, las preimagenes ¢—1C1, ¢~ 1Co permiten verificar que
D2 > 0.

240 utilizando ¢~ 1C1 como antes.
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de modo que la primera sumatoria es no cero. Adicionalmente, ambas sumatorias
no tienen componentes en comin. De este modo, calculamos

E( > aE> :( > aiEi>2+< > aiEi> > a,E;

i a; >0 i a; >0 i a; >0 Jj:ra;<0

El primer sumando es negativo, gracias al Teorema [28] El segundo es no-positivo,
pues cada E;.F; es no-negativo, y oya; < 0. Esto contradice el hecho que E es
relativamente nef sobre Y, probando lo pedido. ([

4.2. Teorema de Noether—Fano—Iskovskikh en P2. Discutiremos una de-
mostracién del Teorema en el caso de P2. Esto utilizara fuertemente el hecho que
entendemos explicitamente la geometria de P? y de las superficies de Hirzebruch,
que corresponden a las otras superficies birracionales a P? que admiten estructura
de MFS.

Teorema 31 (Noether—Fano-Iskovskikh en P?). Sea S una superficie isomorfa a
P? 0 a alguna F,, y sea f: S --» P? una aplicacion birracional. Supongamos que f
no es un isomorfismo, y que Kg + iD es nef, donde F € f=1|0p=(1)| es general.
Luego, D posee un punto base de multiplicidad mayor a p.

Esto es, el teorema dice que el A\ asociado a f serd mayor a p. Tomando el
converso, recuperamos el Teorema [23| para P2.

Observacion 32. Como hemos mencionado implicitamente arriba, el valor de p que
consideramos corresponde al valor del umbral cuasi-efectivo, viendo a S como un
MFS y tomando A’ = 0,/ = 1/3 como en el Ejemplo Por supuesto, es posible
escribir el valor de p explicitamente, de modo que el enunciado no dependa del
grado de Sarkisov. Ver por ejemplo la formulacién del teorema en [Isk04] 1.2].

Para demostrar el Teorema[31] comenzamos fijando una resolucién de f como es
usual.usual.

Sea L C P? una recta general, y sea £ C Y la transformada estrictﬂ

Afirmacion 33. Tenemos que p > 1/3. Para probar esto verificaremos explicita-
mente el caso S =P2y S =TF,.
= Si S =P?, entonces f es un morfismo de grado d = deg f > 1. Esto se sigue
de que f es birracional pero no un isomorfismo. Asi D = dL, y con ello

D.L d 1
W= TRKmL 33
probando lo pedido.
= Si S =T, es una superficie de Hirzebruch, entonces
DF  DF

F=TKeF ™ 2

25No confundir con el nimero de divisores crepantes, que no serd utilizado en esta discusion.
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donde F' C S es una fibra. Ahora bien, si D.F' = 0, entonces D = aF para
a > 1. Esto contradice el hecho que D es big en S. Resulta asi que D.F' > 1,
yasi p>1/2.

Esto muestra lo pedido.

En particular, de la Afirmacién [33] obtenemos que
1
(10) 0> (sz + ML) L,

lo que nos sera util luego.
Para continuar, escribimos

n
Ky = O'*Ks + ZaiEi,
i=1

(11) Dy =0"L=0"D - bE;,
i=1
donde en hemos usado que D = 0,0’ *L. Asi, escribimos

1 1 n b;
(12) Kx+ —Dy =0" (KS+D>+Z<ai>Ei
H H =1 H
* 1
(13) = J/ ([(]P’2 + /JL) + ZCJ'E;-.
J

Recordemos que estamos tomando L C P? una recta general, de modo que
podemos asumir que L estd contenida en el abierto donde o es un isomorfismo, y
que /£ es diferente a todas las curvas excepcionales de 0. En particular, tenemos que
o"L=1{,vy asi

(14) Ell=0l(E).L=0

gracias a la féormula de proyeccion. Adicionalmente, tenemos que F;.¢ > 0, pues son
curvas irreducibles distintas.
Juntando los cdlculos anteriores, podemos escribir (K X—i—iDy).E de dos maneras.

Primero, usando ([13]) podemos escribir

1 1 *
(Ky + Dy> l=1o (KPQ + L) + chE; (L) - ZdjE; ;
" i 7 7
donde d; > 0. La férmula de proyeccién nos entrega
1 1
<Ky —+ Dy) A= <KP2 + L) L < O7
I I

gracias a . Segundo, podemos calcular (Kx + %Dy).f con , lo que nos

entrega
1 . 1 - b;
Ky—i-*Dy Ld=\o Ks—‘rfD + E a; — — Ei A
K H i1 H

n

- (KS + iD) o (0) + ; (ai — Z) E;.l.
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El primer sumando es no-negativo, pues Kg + iD es nef. Comparando ambos
calculos, resulta que para algun i debemos tener E;./ > 0y a; — % < 0. Para
concluir, basta notar de la Proposicién 22] que podemos asumir que E; proviene del

blow-up en un punto p € S, y b;/a; = mult,(D). Esto muestra lo pedido.

5. PROGRAMA DE SARKISOV EN DIMENSION 2 (PEDRO, 13 DE JUNIO)

El objetivo central de esta charla es demostrar que el programa de Sarkisov
termina en finitos pasos; ver Teorema para recordar la notacién. Fijamos el
MFS ¢': X" — Z', junto con A’ € Pic(Z'), u € Q>° como hemos hecho antes.

La estrategia bésica es la siguiente. Dado un mapeo birracional f: X --» X’
desde un MFS ¢: X — Z, asociamos el grado de Sarkisov

degSar(f) = (M(f)v )\(f),f(f))

que hemos definido anteriormente. Probaremos que si f no es un isomorfismo, en-
tonces es posible componer f con alguno de los links de Sarkisov (I)-(IV), de modo
que el grado de Sarkisov decrezca (en el orden lexicogrifico). De este modo, el
proceso acabara luego de finitos pasos, pues el grado de Sarkisov vive en %N x N2,

El argumento puede resumirse en el diagrama de flujo mostrado en la Figura [4
Como se observa, hay cinco resultados posibles: si f es un isomorfismo (garantizado
por el Teorema , y los cuatro links de Sarkisov. En estos ultimos repetimos el
proceso.

Inicio:
fir X--X

Caso 1.1: Caso 1.2:

2-ray game

Caso 2.2:
Link (II)

Caso 1.2.D:
Link (III)

Caso 1.2.F:
Link (IV)

FicuraA 4. Diagrama de flujo, programa de Sarkisov.

Estamos en condiciones de iniciar la demostracién. Dado f: X --» X', nos
preguntamos si A < p.

5.1. Caso 1. Supongamos que A < u. Nos preguntamos ahora si Kx + }%D es
nef en X.



PROGRAMA DE SARKISOV 23

5.1.1. Caso 1.1. Supongamos que Kx + iD es nef. En este caso, el teorema de
Noether—Fano—Iskovskikh (Teorema aplica. Obtenemos asi que f es un isomor-
fismo, y el programa termina.

5.1.2. Caso 1.2. Supongamos que Kx + iD no es nef. Realizaremos el 2-ray game
directamente en X.

En primer lugar, notemos que ¢ no es P2 — {pt}. En efecto, en tal caso (uKx +
D).C es cero para toda curva C' C X, y en particular Kx + ﬁD seria nef. De este
modo, tenemos que

p: X2P(&)— B

~

es una fibracién sobre una curva, y asf NS(X)g = R? est4 generado por [F] (la clase
de una fibra) y £ = [Op1(1)].

Veamos qué podemos decir del cono de curvas negativas para Kx + ﬁD. Por
construccién de p, tenemos que (uKx + D).[F] = 0. Pero (uKx + D) no es un
divisor nef; asi que podemos tomar un rayo extremal

R =R>o[C]

con (Kx + %D).C, y C C X una curva racional que no es una fibra. Al escribir,
resulta que

1
0< ;DC < —Kx.C,

donde hemos usado que D es nef. Resulta asi que Kx.C' < 0, y asi el rayo R induce
una contraccién extremal ¥: X — T, distinta a ¢.

= Caso 1.2.D: ¢ es una contraccién divisorial. En este caso ¢(C) = {pt} es un
punto donde C' C X es una (—1)-curva. Acd T tiene dimensién 2, k(1) =
—00, v pr = 2 —1 = 1. De este modo, resulta que T = P2, y X = F; es
el blow-up de P? en un punto. A posteriori, resulta que ¢: X — B es la
fibracién de F; sobre P!,
En particular, podemos notar que este caso recupera un link de tipo (III).
= Caso 1.2.F: 9 es una fibracién. En este caso, tenemos que X admite dos
fibraciones distintas, como se muestra en el siguiente diagrama.

X
N
B’ B.

Tomemos una fibra I' C X de . Esta fibra no es contraida por i, pues 1
estd inducida por un rayo extremal distinto. De este modo, la imagen de B
via 1 es todo B.

Por el teorema de Liiroth, resulta que B es isomorfo a P!. En particular,
@: X — P! es una fibracién asociada a una superficie de Hirzebruch. Es
directo verifica’| que la tinica que admite una segunda fibracién es P* x P!,
donde ¢ y 1 son las proyecciones a ambas componentes.

Esta construccién produce un link de tipo (IV).

26poy ejemplo, si X = F,,, entonces la curva (—n) corresponde al segundo rayo negativo para
n > 1; y hay solo dos rayos negativos pues p = 2.
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Hasta ahora, hemos producido un link de tipo (IIT) o (IV) para reemplazar
p: X = Z por p1: X1 — Z1, como se muestra en .

(15) <PJ{ J{% " lw’

Nos queda demostrar que esta eleccién mejora el grado de Sarkisov. Utilizaremos
la notacién (p1, A1, ¢1) para el grado de Sarkisov de 1.

Afirmacion 34. En el Caso 1.2.D y en el Caso 1.2.F se tiene que p1 < p, y asf

degSar(f) > degSar(fl)'

Demostracion. (Caso 1.2.D) Adaptaremos (|15)) para nuestra notacién del caso di-
visorial. Hemos anotado también una resolucién de f, que ademads resuelve f; pues
€ es un morfismo regular.

P! {pt} z'

De este modo, podemos usar Y para calcular ambos grados de Sarkisov.
Llamemos L C X; a una linea en X7, y F' C X a la fibra de . Notemos que

F=¢(L)-E,
donde F es el divisor excepcional de €. Adicionalmente,

Kx,=-3L, Kx=¢(-3L)+E=—3F —2E.

1

El cono de curvas en Fy estd generado por F'y E. De este modo, podemos escribir
D =aF +bE =¢*(al) + (b—a)E, a,b>0.

Usando esta notacién, tenemos que D1 = alL.
Empecemos a calcular. Hemos escogido £ de modo que sea un rayo negativo
para Kx + iD. Asi, resulta que

1 —b
(16) 0> <KX—|—D) E=-14+2"2
1 1

Por otro lado, tenemos que p estd escogido de modo que

1 b
(17) 0= <KX+D> F=-24—.
u u
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Ahora, calculamos

1
(KXI + Dl) L= (—3 + “) L2
u u

(o550
I I
<0

gracias a y . Utilizando la Observacién resulta que py < p. ]

Demostracion. (Caso 1.2.F) Como en el caso anterior, comenzamos escribiendo ([15)
en nuestra notacién para el caso fibracion.

Y
/rll o’
X=P' xP' == X; =P' x P! - X'
% l““ f"’
I[Dl IF)I ZI

En este caso, las dos fibraciones son distintas. Llamemos I y I'; a las clases de las
fibras respectivas, de modo que

Kx = Kx, = —2I' — 2T';.
Escribamos D = al’ + bI'y, con a,b > 0. Tenemos que I'; es un rayo extremal para
Kx + iFl, y asi
0> (KX+;D> '=-2+a.
Pero ahora por la Observacién [I8] obtenemos que p; < i, probando lo pedido. O

En resumen, luego del Caso 1.2 obtenemos que u decrece al componer con el link
de tipo (IIT) o (IV) escogido adecuadamente.

5.2. Caso 2. Supongamos que A > u. Nos preguntamos ahora si px es 1 0 2; i.e
si pz es 0 o 1, respectivamente.

5.2.1. Caso 2.1. Supongamos que px = 1; esto es, X = P2, Escogemos p € X
tal que el sistema lineal f~1|H’| tenga multiplicidad igual a A en p. Tomamos el
blow-up en p, que induce un link de tipo (I). En la siguiente figura hemos adaptado
la factorizacion a esta notacién, junto con una resolucion de fi.

Y
- / \‘,4
X=P2 - - Xi=F -—----o-————- y X/
€ f1
@l J{‘Pl Lp/
7 = {pt} Z1 = Pl Z'

Notamos adicionalmente que Y induce una resolucién de f = f; oe™!, pues € es un
morfismo.
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Afirmacion 35. En el Caso 2.1 se tiene que p; < u, y asi

degSar(f) > degSar(fl)'

Para calcular, notamos que D = alL, con un a > 1. De este modo, tenemos que

D.L a

1 _ DL _a
(18) H= "KL ™3

gracias a la definicién de p.
De este modo, D1 = €¢*(aL) — AE, por como escogimos p. Para calcular, recor-
damos que

Kx, =€¢(-3L)+E, F, =¢(L)+E,

1

donde F} es la fibra asociada al MFS ;.
Con ello en mente, tenemos

1 A
Ky, +~-D; = (—3 + a) (L) + (1 - ) E.
1 1 1

Tomando la interseccién con F}, obtenemos

1 A
(KXI ; D1> = (_3 ; ) . (1 - ) |
Ju J ju

El primer sumando es cero gracias a (18)); mientras que el segundo es negativo pues
A > . Por la Observacion resulta que p; < p. Esto muestra lo buscado.

5.2.2. Caso 2.2. Supongamos que px = 2; esto es, X = P(&) y ¢: P(&) — B
es una fibracién. Tomamos p € X un punto de multiplicidad A, y realizamos la
transformacién elemental en p.

Obtenemos asf un link de tipo (II). Es interesante notar que este es el tinico caso
donde serd necesario calcular el resto de nimeros del grado de Sarkisov; en los tres
anteriores, hemos probado simplemente que p; < p.

Para resolver los morfismos f y f1, tomaremos una resolucién del mapeo W --»
X’ asf inducido. De este modo, podremos utilizar la resolucién inducida para calcu-
lar y comparar los grados de Sarkisov en f y fi. El diagrama asociado se muestra

en (T9).

D Q- oo N G — R » X'
WJ/ prl J,(’D/
B B, =B z'

Afirmacion 36. En el Caso 2.2 se tiene que 1 = p, y que A1 < A. Més aun, en el
caso de igualdad tenemos que ¢; < £. En cualquier caso, obtenemos que

degSar(f) > degSar(fl)'



PROGRAMA DE SARKISOV 27

B *
t

FiGurA 5. Caso 2.2, transformacién elemental.

Para probar esto, fijemos algo de notacién. En primer lugar, denotamos F, F
a las fibras correspondientes a la transformacién elemental, como se muestra en la
Figura[p] Llamemos G al divisor

G=¢(F)=€¢"(F)=E+F,
y notemos que Ky = ¢*(Kx ) + E. Por construccién, tenemos que
Dy =1.0""D' = (D) — \E,
lo que implica
Kw-i-lDW:G* (Kx+1D)+ (1—/\>E7
M H 2
y similar con €’ en vez de e.

Con lo anterior en mente, podemos calcular la interseccién del divisor anterior
con G, por la férmula de proyeccién. Obtenemos

1 . 1
<KX1 + D1> F = e (KX1 + Dl) .G
H K
1 A
=|(Kw+-Dw|.G—|1—=)EG
H Iz
1
= (KW + Dw) .G,
I
donde la 1ltima igualdad usa que E.G — 0. El mismo célculo aplica para €, y asi
1 1
(‘KVX1 + ,[LDl) I = (KX + ,LLD> F.

Ahora, basta notar que el lado derecho es igual a cero, por definicién de p. Con
ello, el lado izquierdo es cero, y asi p; = p por definicién nuevamente.
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Para continuar, utilizaremos un argumento de |[BM97|, que utiliza un poco de
MMPEI Notemos que
1

3= méx{r € Qs : a — rby > OVk},

=mix{r € Qs¢ : (X,rD) es candnico}.

Ahora, el par (X, %Dl) se obtiene mediante un log-MMP para el par (X, %D) De
este modo, (X1, %Dl) es Canénicﬂ Asi, obtenemos que

1 1
—>—-=>XM <A
NS
En caso de tener igualdad, obtenemos que

1 1
KW + XDW = 6*(KX + XD),

donde hemos usado que E es un divisor crepante para €. De este modo, por pro-
yeccién obtenemos que
1 A 1
(KW + )\Dw) F = <KX + )\D> F <0,
pues A > p (y por la Observacién [18)). De este modo, si esta expresién es igual a
—6, debemos tener
1 . 1 .
Kw-I-XDW:e KXl-I-/\fDl +5F,
1

y asi F 1o es un divisor crepante en X7. Con ello, la cantidad de divisores crepantes
para X; ha disminuido en 1. Esto concluye lo pedido.

5.3. Un ejemplo. Para finalizar, veamos un ejemplo de cémo aplicar el progra-
ma de Sarkisov para factorizar un morfismo. Nuestro objetivo sera factorizar la
transformacién de Cremona clasica,

f:P? -5 P2, [z,y, 2] = [yz, zz, zy],

que hemos discutido en el Ejemplo
Para calcular, comenzamos fijando el lado derecho con A’ =0y p/ = 1/3, como

en el Ejemplo

5.3.1.  Primer link. El morfismo f tiene grado de Sarkisov (2/3,1, 3). En particu-
lar, A > py px = 1, de modo que estamos en el Caso 2.1.

Para calcular el link de Sarkisov respectivo, debemos hacer el blow-up en uno
de los puntos base de multiplicidad méxima. Obtenemos la situacién de la Figura
[6] donde hemos hecho el blow-up en el punto de la izquierda. Hemos nombrado las
imagenes de las curvas de la resolucion de la Figura [3] utilizando la misma letra,
por claridad. Adicionalmente, en X; tenemos que

E2=-1, FE’=1 E’=E{=0.
De este modo, tanto E} como FE% son fibras del MFS X; — Z; = P!. Notamos

adicionalmente que X; = [Fq, al ser obtenida como el blow-up de P, en un punto.

27Adicionalmente, hay un argumento elemental en [Mat02, p. 105].
28Ver [KM98, Corollary 3.43].
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FIGURA 6. Primer link, tipo (I).

5.3.2.  Segundo link. Comencemos calculando el grado de Sarkisov del morfismo
inducido f;: X; --» X’. Tenemos que Dy = (g; *)*D — Ej, pues hemos realizado
el blow-up en un punto donde D tiene multiplicidad 1. De este modo,

EY.Dy = Eb.((971)*D — BEy) = Ey.D — E}.E; = 1,
gracias a la férmula de proyccciér@ Con ello,

E,D; 1
h=—r——=.

T TE, Ky, 2
Continuamos calculando Ay y #;. No es dificil darse cuenta que Ay =1y {1 = 2,
pues los otros dos puntos bases (de la interseccién de Ef con EY y EY%) se mantienen.
De este modo,

degSar(fl) = (1/2’ 1, 2)

De este modo, al aplicar el programa de Sarkisov estamos en el Caso 2.2, y asi
aparece un link de tipo (IT). Debemos por tanto escoger un punto base del sistema
lineal, tomar el blow-up en él, y contraer la transformada estricta de la fibra que
pasaba por él. En nuestro caso tomaremos el blow-up en la interseccién de Ef y
El, y asi resulta la situacién de la Figura

X,| B Bl | - -- -3 > Ey B | X2

FIGURA 7. Segundo link, tipo (II).

Notamos que la superficie X5 es isomorfa a Fg = P! x P!, pues hemos hecho la
transformacién elemental en un punto fuera de la curva de autointerseccién negativa
de la superficie originaﬂ En particular, aca es necesario explicitar cual proyeccién
estd dotando a X5 de una estructura de MFS. Por construccién de la transformacién
elemental, tenemos que la recta E) en X3 debe seguir siendo una fibra, y por ello
debemos tomar la proyeccién que tiene a E) como una fibra.

29Hemos abusado un poco de la notacién, de modo que en en E}.D — 2E).E,, el primer E}
vive en X y el segundo en X;. Esperamos que esto no cause confusién.

30ver por ejemplo |Bea96| p.38]. Alternativamente, la descripcién geométrica de f2 dada mds
abajo puede utilizarse para identificar Xo
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5.83.83.  Tercer link. Para calcular el grado de Sarkisov, debemos estudiar el morfis-
mo inducido fo: X5 --+» X’. Esto corresponde a tomar el blow-up en la interseccién
de E] y E}, y luego contraer ambas transformadas estrictas.

Con ello, si llamamos F a la clase de una fibra (del MFS ¢3) v G a la clase de
la otra ﬁbraciédﬂ7 tenemos que

F=E,=E, G=FE =E,
y Do = F'+ G. Adicionalmente Kx, = —2F — 2G, y con ello

F.D, 1

= TER T o

Esto calcula el primer nimero del grado de Sarkisoviﬂ

Por construccion, no es dificil verificar que A = 1y ¢ = 1. En efecto, los elementos
de f5 ' |H'| corresponden a las curvas de bigrado (1, 1) que pasan por la interseccién
de E1 y El. Obtenemos asi que el grado de Sarkisov de fs es

degSar(fQ) = (1/2’ 1, 1)'
Es interesante notar que en este caso A disminuyé. A la luz del Caso 2.2 esto tiene
sentido, pues lo que hicimos fue remover un punto base del sistema f;° ! |H'|.
Ahora, el programa de Sarkisov nos indica que debemos realizar un link de tipo
(IT) nuevamente. Para ello, hacemos el blow-up en el punto base del sistema lineal
(la interseccién de Ef y E%), y luego contraemos F} (la fibra del MFS que pasaba
por ese punto). Obtenemos la situacién de la Figura

Eo Eq

Xo| E1 Bl | -----------4 > Eq Bl | X3

F1auraA 8. Tercer link, tipo (II).

En este caso, tenemos que X35 = Fq, y el mapeo fo: X3 — P? es el blow-down
de la curva Ej. Notamos adicionalmente que ¢3: X3 — P! es un MFS donde E; y
FE5 son fibras.

5.8.4. Cuarto link. Comenzamos calculando el grado de Sarkisov. Llamemos F a
la clase de una fibra de 3 y G a la clase de la transformada estricta de una recta
en P?, de modo que

F=Fy;=Fs, G=F =D,=F+Ej,
y Kx, = —2G — F. Resulta con ello que

FDs 1

W= TR Ry T2

Por otro lado, el sistema f;l |H'| no tiene puntos base, y asi A3 = 0. El valor /3
queda indefinido, y asi

degSar(f3) = (1/27 0, *)

31De modo que F2 =G? =0,F.G = 1.
32Alte]rnativamente7 podriamos haber usado la Afirmacién donde mostramos que g no
cambia en el Caso 2.2.
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Con ello, el programa de Sarkisov nos indica primero que estamos en el Caso 1,
y debemos verificar si

1
KX3 + —D3=—-F
M3

es nef. En este caso (Kx, + iDg).G = —1, y asi el divisor no es ne

De este modo, nos encontramos en el Caso 1.2. Debemos buscar el segundo rayo
extremal de X3 = Fy. En este caso, basta tomar la recta Ef, pues Kx,.E{ = -1y
E{Q = —1. La contraccién asociada a este rayo es divisorial, y obtenemos el Caso
1.2.D. Resulta asf un link de tipo (IIT). M4s ain, esta contraccién coincide con el
morfismo f5. Hemos mostrado la situacién en la Figura [9]

Eo E2

Xs| B B, | —————— By X'

F1GURA 9. Cuarto link, tipo (III).

5.8.5.  Resumen. Como hemos mencionado arriba, en este momento paramos, pues
f4 eslaidentidad en X’. Hemos asf factorizado la transformacién de Cremona cldsica
en cuatro links de Sarkisov, mostrados en ([20]).

X=P? - » Xp 2Ty ;- >X2§F0”1§*>X3%F1&X/

94

@ | | | |

{pt} P! P! P! {pt}.

Esto concluye nuestro ejemplo.

6. ACOTAMIENTO EFECTIVO DE T-SINGULARIDADES EN SUPERFICIES
RACIONALES I (GIANCARLO, 20 DE JUNIO)

La sesién de hoy busca discutir un problema de acotamiento de singularidades
en superficies. En nuestro contexto, nos enfocaremos en el caso racional, pues es
aqui donde la existencia de varios modelos minimales puede provocar problemas.
Asi, la motivacién central es ver si las técnicas del programa de Sarkisov permiten
entender como se relacionan los diversos modelos minimales, y en particular si nos
permiten ayudar a acotar ciertos grados que veremos a continuacion.

Comenzaremos introduciendo los tipos de singularidades a estudiar, para luego
enunciar el problema preciso a atacar. Posteriormente, veremos un ejemplo explicito
de la situacién que queremos analizar.

33Alternativamente, sabemos que f3 no es un isomorfismo, y asi esto sigue directamente del
teorema de Noether—Fano—Iskovskikh.
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6.1. T-singularidades.

Definicién 37 ([KSB88| 3.7]). Una T-singularidad es un singularidad de dimensién
2, cocientd® tal que admite una suavizacién Q-Gorenstein®’}

Este tipo de singularidades fueron introducidas por Kollar y Shepherd-Barron
en 1988. De hecho, ellos demostraron la siguiente clasificacion.

Teorema 38 (|[KSBS8S8| 3.11]). Una singularidad es una T-singularidad si y solo si
corresponde a uno de los siguientes dos tipos.

(1) Singularidades ADE (o Du Val).
(2) Singularidades de cociente ciclico de la forma 5 (1,dna — 1), donde d > 1
y med(n,a) = 1.

Para el problema que tenemos en mente nos interesan solo las singularidades del
segundo tipo. Para d = 1, las singularidades de la forma %(1, na — 1) se conocen
como singularidades de Wahl.

Ejemplo 39. Una manera de producir singularidades de Wahl aparece al estudiar
fibras I; de una superficie eliptica. Recordemos que una fibra I; corresponde a
una cubica nodal de autointerseccién cero. Comenzamos haciendo el blow-up en el
nodo, y asi nos queda una curva suave de autointerseccién —4, como se muestra en
la Figura Esta curva puede contraerse a una singularidad de Wahl i(l, 3), con
n =2y a =1 en la notacién anterior.

I
FicurA 10. Fibra I; y un blow-up.

Podemos seguir realizando blow-ups, en la interseccién de la curva (—1) con
alguna de las curvas anteriores. Asi obtenemos primero una cadena con una curva
—5 y una curva —2; luego, las dos cadenas de la Figura

[2,5,3]

—
— 6,2,2]

Ficura 11. Siguientes blow-ups.

En el ejemplo anterior hemos utilizado la siguiente notacién. Consideremos una
cadena de r curvas racionales suaves E1, ..., E,., que se cortan transversalmente, y
con E2 = —b; (para b; > 2), como se muestra en la Figura

3Esto es, analiticamente isomorfa a C2?/G para un grupo G finito.
35Esto es, que el divisor candnico sea Q-Cartier, junto con que la superficie sea Cohen—
Macaulay; ver [KSB88, 3.1].
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FIGURA 12. Cadena de curvas racionales.

A una cadena de esta forma, asociamos el simbolo [b,...,b,], ¥y la fraccién
continua

[y sby] = by — ————.

Por ejemplo, tenemos que [2,5] = 9/5 y [2,5,3] = 25/14. El siguiente teorema,
debido a Artin, nos indica que este tipo de cadenas aparece al resolver singularidades
de cociente ciclico.

Teorema 40 (Artin). Sea X una superficie normal, que contiene una cadena

[b1,...,b:] como antes, tal que X es suave alrededor de la cadena. Escribamos
n
bi,..., b = —.
[ 1 9 ] a

Luego, existe una superficie normal X' junto con un morfismo birracional X — X'
que contrae la cadena a una singularidad %(1, a).

De este modo, para producir singularidades de cociente ciclico basta construir
cadenas adecuadas de curvas racionales. En particular, abusaremos de la notacién
y diremos “una singularidad 1 (1,a)” para referirnos a una cadena [b1, ..., b,] como
arriba.

El Ejemplo [39 puede extenderse a una fibra I: para d > 2, corresponde a un
ciclo de d curvas racionales, cada una de autointerseccion —2. Por ejemplo, en la
Figura (13| hemos mostrado una fibra I; junto con el blow-up en una interseccién.
Repetimos asi la idea del Ejemplo hacemos blow-ups en las intersecciones de la
curva (—1) con alguna de las anteriores.

Ficura 13. Fibra I; y un blow-up.

Notemos que en la Figura hemos obtenido una singularidad [3,2, 2, 3]. Esto
es una T-singularidad %6(1, 7), donde d = 4, n =2y a = 1. El siguiente resultado
muestra que esto no es casualidad.

Teorema 41 (Kollar-Shepherd-Barron, [KSB88, 3.11]). Toda T-singularidad de
la forma #(1,dna — 1) se obtiene del algoritmo anterior partiendo de un ciclo
I;. Mds explicitamente, para d = 1 (resp. d = 2, d > 3), toda T-singularidad
—3(1,dna — 1) se obtiene comenzando de
[4], resp. [3,3], [3,2,...,2,3]
——

d—2
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y aplicando las operaciones

[bs br] = (2,61, ., bp—1, b + 1],
yeeey by by +1,b9,...,b,,2]

una cantidad finita de veces.

6.2. Caso global y pregunta. Estamos en condiciones de enunciar el problema
de acotamiento. Sea W una superficie proyectiva que tiene solo T-singularidades.
Llamaremos ¢ a la cantidad de dichas singularidades.

Observacion 42. Para toda la discusién que viene, asumiremos que W es una su-
perficie que puede suavizase. Esto es, que existe una deformacion Wy ~» Wy = W,
Q-Gorenstein, y W, no singular para t # 0.

No ahondaremos en los detalles técnicos relacionados a la existencia de tal W,
pues para la estrategia que viene mas adelante no usaremos V. Por ahora, mencio-
namos que K3, debe ser un entero si W admite una suavizacion.

Estamos interesados en acotar las T-singularidades que pueden aparecer una vez
fijado K%V. Esto es, fijado C' € Z, entender el conjunto

1
(21)  {(d,n,a) : existe W con una singularidadw(l,dna ~-1)y K& =C}

Separaremos en dos casos, dependiendo del valor de C'. Si C' < 0, entonces hay
infinitas T-singularidades que pueden aparecen en dichas superficies. En cambio,
si C' > 0, y pedimos adicionalmente que Ky sea amplio, un teorema de Alexeeviﬂ
garantiza que el conjunto es finito. Esto es, fijado C' > 0, hay una cantidad
finita de T-singularidades que pueden aparecer en una superficie W con Ky, amplio
y K3 =C.

Pregunta 43. Encontrar una cota explicitaF‘_7| (e idealmente 6ptima) a la lista de
singularidades que pueden aparecer en .

6.3. Estrategia. Una versién de la Pregunta[43| fue abordada por Rana y Urzia
en [RU19]. Bosquejaremos las ideas claves de su enfoque, junto con mencionar las
dificultades que aparecen en este proceso.

En primer lugar, dada una T-singularidad

1 dn?
(22) ﬁ(].?dna—l), [b17...7br]—m,

intentaremos acotar r — d. Una vez acotado este valor, es facil verificar que las
T-singularidades respectivas estardn acotadas.

Sea ¢: X — W la resolucién minimal de W. La superficie X puede no ser
minimal, por lo que tomamos 7: X — S un modelo minimal de X. Obtenemos asi

el diagrama .
X
(23) 7 \4\:
S w.

36ver [Ale94] y [AMO4].
3TDe hecho, en principio el teorema de Alexeev si permite obtener una cota explicita, pero no
necesariamente es 6ptima.
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Observacion 44. Es importante mencionar que, a pesar que W tiene Ky, amplio,
esto no implica que k(S) = 2. De hecho, es posible que W y S sean superficies
racionaled®

En particular, al construir 7, estamos haciendo una eleccién de un modelo mi-
nimal para X. Si k(X)) > 0, entonces 7 estd unicamente determinado. En cambio,
si k(X) = —o0, entonces potencialmente hay una eleccién al escoger .

Es esta razén la que conecta nuestra pregunta con el programa de Sarkisov. Nos
gustaria ver si es posible utilizar la descripcién explicita del programa de Sarkisov
para comparar los distintos modelos minimales de X en el caso k(X) = —cc.

Denotemos por Ci,...,Cpy € X las configuraciones de curvas asociadas a la
resolucién de cada singularidad de W. De este modo, cada C; es una cadena de
curvas racionales, y C;,C; no se cortan si ¢ # j. Adicionalmente, por construccién
tenemos que Exc(¢) = |, C;.

Teorema 45. La imagen w(Exc(¢)) es una configuracion de curvas no vacia en S.

Denotemos C' =, C;, y consideremos su imagen 7(C') C S. A priori, es posible
que algunas de las curvas que forman a C sean contraidas por m, y con ello que
7(C) tenga menos componentes irreducibles que C.

Teorema 46 (Rana—Urzia, [RU19]). Supongamos que £ =1, y que W no es una
superficie racional’”|

(1) Si k(S) =0, entonces r —d < 4K3,.

(2) SiK(S) =1, entonces r —d < 4K3, — 2.

(3) Si k(S) =2, entonces r —d < 4(K%, — K2) — 4 si K& — K% > 1; en caso
contrario, r —d < 1.

Mds aun, todas las cotas son optimas.

Para ¢ > 2, la cota combinatorial es més dificil de lograr. Un trabajo en progreso
de Figueroa, Rana y Urzia muestra una cota éptima si £ > 2.

La idea para demostrar este tipo de resultados es la siguiente. Supongamos que
W tiene ¢ singularidades. Para cada una, escribimos r; y d; para los ntiimeros de
cada singularidad como en . Uno puede probar que existen «;, 8 > 0 y una
funcién f tales que

¢
(24) Zai(h‘ —d;) < (K&, 0) — - Kg.m(C).
i=1

Si K es nef, el término de la derecha puede olvidarse. En caso contrario, debemos
tener S =P2 o F,,.

= Si § = P2, tenemos que Kg.7(C) = —3d, donde d es el grado de 7(C).

= Si §=F,, entonces Kg.m(C) = (—2I'" + (2+m)F).w(C).
Informalmente, el objetivo es ser capaz de escoger m adecuadamente de modo que
Kg.m(C) esté acotado de alguna manera explicita.

38Acé, W racional es lo mismo que W sea birracional a P2.
39En particular, esto implica que Kg es nef.
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6.4. Un ejemplo. Construiremos un ejemplo explicito de una superficie W como
arriba, y veremos cémo cambia el valor de Kg.7m(C) al escoger distintos modelos
minimales.

Sea S = P2. Consideramos cuatro rectas y una cénica en P2, en posicién general.
Con ellas, obtenemos dos cubicas (singulares) en S, como hemos mostrado en la

Figura [T4]

FIGURA 14. Dos ctbicas singulares en P2.

A partir de las dos cubicas, consideramos el pencil de ciibicas inducido. Tenemos
nueve puntos bases (dos de ellos marcados en la Figura , por lo que al resolver
obtenemos una superficie eliptica Z — P!.

Observacion 47. Uno puede demostrar que genéricamente esta fibracién tiene nueve
fibras singulares: una I, una I3 (inducidas por las dos cibicas singulares originales),
y otras siete I;. Adicionalmente, el grupo de Mordell-Weil de Z — P! es de rango
4.

Hemos mostrado algunas de las fibras singulares en la Figura [I5] junto con las
dos secciones correspondientes a los puntos base antes destacados.

/ \ \ \

N I I \

FicurA 15. Tres fibras singulares y dos secciones de Z.

Observacion 48. Un hecho 1til es que las curvas (—1) de Z corresponden exacta-
mente a las secciones de la fibracién Z — P*.

Realizaremos diez blow-ups en la Figura cinco en cada una de las dos fibras
I, antes marcadas. Obtenemos con ello la superficie X de la Figura [I6] donde
hemos indicado la autointerseccién de cada curva. La superficie asi obtenida tiene
K% = —-10.
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FicuraA 16. La superficie X.

En la Figura [I6] podemos considerar las tres cadenas destacadas, que al contraer
nos produce una superficie W con tres singularidades de Wahl: dos [6,2,2] y una
[2,7,2,2,3].

Proposicién 49. La superficie W satisface que Ky es big y nef. Ademds, K3, = 1,
pg=q=0, H2(W, Tw) =0, y W no tiene obstrucciones para suavizar.

Notemos que, por construccion, el mapeo ¢: X — W corresponde a la resolucién
minimal. Veamos dos ejemplos de modelos minimales m;: X — S; de X, para
comparar los valores de 7;(C).Kg, as{ obtenidos.

6.4.1. Primer modelo. Podemos tomar S; = P2, y m;: X — S; como el mapeo
7: X — P? original. Veamos entonces qué sucede con las curvas que forman a C.
Al tomar el morfismo X — Z, desaparecen las curvas (—2) que forman las
cadenas [6, 2, 2]. Posteriormente, al tomar Z — P? el blow-down de los nueve puntos
base del sistema de cubicas, las dos secciones consideradas son contraidas. Resulta
asi que la imagen 71 (C) tiene cinco componentes irreducibles: tres de las cuatro
lineas originales y dos ctibicas suaves. Con ello, 7, (C) tiene grado 9 en P2, y

™1 (C).K}p& = —27.

6.4.2. Segundo modelo. Tomaremos Sy = P2, igual que en el caso anterior. Eso
si, haremos una secuencia distinta de contracciones. En primer lugar, tomamos la
contraccién X — Z del modelo anterior. Posteriormente, contraemos las siguientes
nueve curvas. Cuatro de ellas corresponden a curvas que ya hemos considerado: dos
de las curvas en la fibra I3, una secciéon, y una curva de la fibra I5. Las cinco restantes
corresponden a secciones obtenidas a partir del pencil original, como hemos marcado
en la Figura

Acé hemos utilizado que si una recta en P2 pasa por dos de los puntos base,
su transformada estricta tiene autointerseccién —1. De este modo, es una seccién
gracias a la Observacién [48]

Hemos indicado las curvas nuevas, junto con niimeros para indicar en qué orden
contraer las curvas, en la Figura

Como hemos contraido nueve curvas, la superficie resultante tiene nimero de
Picard igual a 1, y por ello S = P2. Calculemos ahora 72(C).Kp2. La curva mo(C')
tiene tres componentes: la imagen de la seccion inferior, y de las dos fibras I
consideradas. La seccién inferior tiene autointerseccién —1 4+ 2 -1 = 1, y con ello
es una recta. En cambio, las fibras I; tienen autointerseccién 0 +9 = 9, y por ello
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Ficura 17. Cinco nuevas fibras

N ] ] \

F1cUrA 18. Curvas a contraer en el segundo modelo.

obtenemos dos cibicas. En resumen, la curva m3(C') es una curva de grado 7, de
donde

’/TQ(C).K]p2 = —21.

7.  ACOTAMIENTO EFECTIVO DE T-SINGULARIDADES EN SUPERFICIES
RACIONALES IT (GIANCARLO, 27 DE JUNIO)

7.1. Cota en el caso racional. Empecemos recordando la notacién utilizada.
Sea W una superficie con singularidades de Wahl y Ky amplio, ¢: X — W la
resolucién minimal, y 7: X — S un modelo minimal de X. Supongamos que / es la
cantidad de singularidades de W, y llamemos C; C X a la configuracién de curvas
para cada una. Asi, el divisor excepcional de ¢ es C':= ), C;.

Estamos buscando una manera de acotar las singulares que pueden aparecen en
W en términos de K%,. De hecho, en el Teorema [46| discutimos una cota en el caso
que W no es racional. Para el caso racional, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 50 (Rana—Urzia, [RU19)). Supongamos que £ =1, y que W es racional.
Entonces
2(K3, — K2)—n(C).Ks, st no long diagonals,
r—d<<2(Ki — K2)—7(C).Ks+1 silong diagonals I,
4 K% — K2) —2m(C).Ks st long diagonals II.
No precisaremos qué significan los casos long diagonals. Por ahora, basta notar

que las cotas tienen la forma ([24). Al estar en el caso racional, no podemos eliminar
el término 7(C).Kg, y por ello el problema pasa a ser cémo acotar esta expresién.



PROGRAMA DE SARKISOV 39

Para demostrar el Teorema [50] parte de la estrategia es la siguiente. Supongamos
que 7 es composicién de m blow-ups. De este modo, podemos comparar K g, K%y
K I%V para obtener

J4
Kgr—m—FZ(Ti—di—i-l) :KIQ/V'
=1

Ahora, llamemos E; al pullback de la (—1)-curva obtenida en el i-ésimo blow-up
realizado en S. De este modo, tenemos que E,, es una (—1)-curva en X, pero
posiblemente el resto no lo seréﬂ La ventaja de trabajar con E; en vez de las
transformadas estrictas es que

oo S
70 en otro caso.

Esto se sigue de la férmula de proyeccién.
Escribamos E = "I | E;. De este modo, tenemos que

Kx = W*(Ks) + F.
Tomando la interseccién con C, obtenemos la expresion
Kx.C= Ksﬂ'*(C) + E.C,

gracias a la férmula de proyeccién. Uno verifica directament@ que el lado izquierdo
depende solamente de r; — d;. En [RU19| se trabaja en acotar la expresién E.C, y
asi recuperamos las cotas del Teorema

7.2. Secciones en fibraciones elipticas. Hasta ahora, hemos discutido bastan-
te que el problema de minimizar 7(C').Kg no parece sencillo. A partir de algunos
casos pequeiios (como el blow-up de P? en uno o dos puntos) podriamos sospechar
que hay una cota uniforme para 7(C).Kg. Esto es, que dada una superficie X y
una curva C' C X, existe un M > 0 tal que |7(C).Kg| < M para cualguier modelo
minimal 7: X — S de X.

Es claro que tal cota existe para X superficie con k(X) = 2, pues en tal caso el
modelo minimal es tinico. Esto también es verdad para X = P2, o para el blow-up
de P? en uno o dos puntos, pues hay una cantidad finita de modelos minimales.
No obstante, el siguiente lema muestra que esto no es verdad en general: una su-
perficie racional puede tener una cantidad infinita de modelos minimales, en la que
|7(C).Kg| se va a infinito.

Lema 51 (|RU19, 2.20]). Sea g: Z — P! una fibracion eliptica racional con infini-
tas (—1) curvafﬂ Fijemos una seccion D de Z. Luego, existen secciones I'; de Z,
y contracciones o;: Z — P2 de T;, tales que I';.D tiende a infinito.

En particular, se tiene que degpz 0;(D) tiende a infinito cuando i — oo, al igual
que |o;(D).Kp2|.

Para la demostracion necesitaremos el siguiente resultado.
Lema 52 ([KM98| 2.61], cf. [Laz04, 2.2.7]). Sea B un divisor big en Z. Luego,

eziste un divisor amplio A, un divisor efectivo N, y un entero k > 0 tales que
kB=kKA+ N.

40Fsto ocurre si hacemos blow-ups en puntos infinitamente cercanos.
41ytilizando que si [by, ..., br] es una T-singularidad, entonces ), b; = 3r + 2 — d.
42por 1a Observacién esto es lo mismo que tener infinitas secciones.
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Demostracién. (del Lema[51)) Sea F una fibra de g, y consideremos el divisor B =
F + D. Notemos que B> =1, B.F = 1y B.D = 0. Ahora bien, el grupo de Picard
de Z esta generado por F'y D. Asi, es directo verificar que B es big y nef en Z. De
este modo, el Lema [52| garantiza que existen A, N y k (como en en lema) tales que
kB=FkKA+ N.
Fijemos una constante C' > 0, y consideremos el conjunto
¢ ={r eNE(Z):2.A<C}.
Tenemos que % es compacto, pues A es amplio. En particular, € contiene una
cantidad finita de curvas salvo equivalencia numérica. Ahora bien, como dos curvas
(—1) distintas no son equivalentes numéricamentﬂ resulta que existe una secuen-
cia T'; de curvas (—1) tales que I';.A — oo. Descartando finitas de ellas, podemos
asumir que ninguna aparece en el soporte de N.
Ahora, podemos calcular
N
r,.N
=14+T;,.D— lk

<1+T,.D,

donde la ultima desigualdad usa que N es efectivo y I'; no aparece en el soporte.
De este modo, obtenemos que I';.D tiende a infinito, probando la primera parte.

Para probar la existencia de o;, comencemos considerando la contraccion Z — Z;
de la curva I';. Notemos que pz, =9, y asi Z; no es minimal, gracias a la clasifica-
cién de superficies racionales minimales. De este modo, debemos seguir contrayendo
curvas para llegar a un modelo minimal. Escojamos un modelo arbitrario, digamos
&;: Z — S;. Mostraremos que, quizé deshaciendo alguna de las contracciones rea-
lizadas, es posible llegar a P?.

Si S; es P2, terminamos inmediatamente. En caso contrario, S; = F,, para algin
n > 0, distinto de 1 (pues Fy no es minimal).

= Sin =0, entonces &; se factoriza como
0;: 4 — Z; — BIP]FO — Fy

para algiin punto p € Fy. Ahora, tenemos que Fy = P! x P!, y asf Bl, Fy es
isomorfo al blow-up de P? en dos puntos. Tomamos asi o; como la composi-
cién
oi: Z — Z; — Bl, Fy — P?
respectiva.
= Sin =2, llamemos C' C Fy a la (tnica) curva negativa de Fy. Como antes,
tenemos que &; factoriza como

0;: L — Z; —)BIPFQ—)FQ.

Supongamos que p ¢ C; el otro caso lo trataremos en el siguiente punto.
Como p ¢ C, la transformada estricta de C' en Bl, Fo sigue teniendo au-
tointerseccién —2. De este modo, podemos contraer la transformada estricta
de la fibra de F, que pasa por p, y con ello C? aumenta en 1. Esto corres-
ponde a haber hecho una transformacion elemental en Fs; el punto clave es

43gj C1 y C2 son curvas (—1) distintas, entonces C1.C2 > 0, pero C1.C; = —1.
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que estamos haciendo la transformacion usando una curva negativa que ya
estaba en Z. Obtenemos asi la superficie F;, y podemos tomar

0i: Z — Z; — Bl,Fy — F; — P?

como el modelo minimal pedido.

= Sin=2ype C (usando la notacién del problema anterior), tenemos que
la transformada estricta de C' en Bl,F; tiene autointerseccién —3. De este
modo, la transformada estricta de C' en Z tiene autointerseccion menor o
igual a —3.

Ahora bien, como Z es una fibracién eliptica, tenemos que las tnicas
curvas negativas que aparecen son curvas (—1) o (—2). De este modo, tal C
no puede existir, y obtenemos una contradiccién.

= Sin > 3, obtenemos una contradiccién de la misma manera que en el caso
anterior, pues la transformada estricta de C' en Z tiene autointerseccién
menor o igual a —n < —3.

Por ultimo, basta notar que la curva D no es contraida por tal o;, pues tiene un
punto de multiplicidad T';.D. En particular, su imagen en P? tiene grado mayor o
igual a I';.D, y con ello tiende a infinito. O

Como consecuencia directa del lema, resulta que |7(D).Kg| es arbitrariamente
grande, y en particular no puede ser acotado solo en términos de X y D.

7.3. Resultados relacionados. Para finalizar, mencionaremos brevemente al-
gunos teoremas relacionadas al programa de Sarkisov, que pueden ser ttiles para
abordar el problema de acotamiento. Para comenzar, el siguiente resultado clésico
puede ser demostrado como una consecuencia del programa.

Teorema 53 (Noether-Castelnuovo). Sea f: P? --» P? un mapeo birracional.
Luego, f puede escribirse como composicion de isomorfismos y de transformaciones
de Cremona.

Para nuestro problema, es util mencionar que no podemos llegar y componer
S = P2 con otro modelo birracional S’, pues queremos que W — S’ sea un morfismo
regular. Informalmente, solo permitimos reemplazos S --+ S’ dominados por W.

Otra pregunta clasica involucra estudiar sistemas lineales en P?. Acé, recordamos
que un sistema lineal . en P? es un subespacio vectorial de |@x (d)| para algin d.

Definicion 54. Dado d natural, y dados m; > --- > mg, decimos que un sistema
lineal .Z en P2 es

L =ZL(d;my,...,mg)
si cumple lo siguiente. Primero, .Z es un sistema de grado d (esto es, £ C |Op2(d)]).
Segundo, el sistema tiene s puntos base, de multiplicidades mq, ..., mg respectiva-
mente.

Observacion 55. Los puntos base pueden ser infinitamente cercanos. Por ejemplo,
sip € P? y g € Bl,P? estd en la fibra sobre p, tenemos que ¢ es un punto base si
los elementos de .Z pasan por p, con tangente determinada por q.

Ejemplo 56. El sistema lineal
& ={axy+byz+czx:a,bc e C} C|0Op2(2)]

es un % (2;1,1,1). Este sistema apareci6 al estudiar la transformacién de Cremona
en el Ejemplo
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De hecho, si f: P? --» P? es la transformacién de Cremona estdndar, tenemos
que f71|0x(1)] = Z. De este modo, via la transformacién de Cremona podemos
cambiar £ por el sistema |Ox (1)], de menor grado.

El ejemplo anterior abre una pregunta interesante: ;es posible bajar el grado de
£ usando transformaciones de Cremona? Es claro que en general no es posible;
por ejemplo, para |Ox(d)|, un tema de dimensién muestra que no es posible bajar
su grado. El siguiente resultado de Jung da una condicién para que . tenga grado
minimal.

Teorema 57 (Jung, 1988). Sea
£ =2L(d;m,...,mg)

un sistema lineal en P2. Si d > my +mqy +ms, entonces el grado de £ es minimal
con respecto a transformaciones de Cremona.

Para finalizar, consideremos el siguiente ejemplo. Afirmamos que existe una su-
perficie X, obtenida por el blow-up de P? en 13 puntos, tal que existe una confi-
guracién de 14 curvas como en la Figura [I9] En dicha figura hemos llamado T' a
una curva de autointerseccién —8, y las otras 13 son las curvas excepcionales de los
blow-up. La existencia de dicha superficie puede verificarse a partir de MMP.

FiGURA 19. La superficie X y 14 curvas.

Al contraer todas las curvas excepcionales, obtenemos un morfismo 7: X — S =
P2, de modo que la imagen de I' es una curva de grado sietﬁ
La curva m(I") =: I'g tiene varios puntos singulares. De hecho, es directo verificar
que I's induce un sistema
¥ =2(7;3,2,...,2),

N——
12

que verificamos rapidamente al comparar cada curva excepcional dibujada. De este
modo, el sistema .# asi obtenido satisface la cota del Teorema

Por otro lado, en la Figura |19 podemos contraer la curva I' junto con las cuatro
curvas de autointerseccién —2. Esto produce un morfismo ¢: X — W, donde W es
una superficie con un tinico punto singular, correspondiente a [8,2,2,2,2]. Esto es
una singularidad de Wahl con r =5y d = 1.

Podemos entonces comparar la cota del Teorema [50] en este escenario. La super-
ficie W es de hecho una superficie de Godeaux, con K&, = 1y 71 (W) = {e}. Por
dltimo, en esta situacién no tenemos long diagonals. Asi, nuestra cota predice

5-1<2(1-9)—7-(-3),
4dpoy ejemplo, tenemos que si E es una (—1) curva que corta a I' en m puntos, entonces al

contraerla la autointerseccién de I" aumenta en m?. De este modo, la autointerseccién de la imagen
deles —8+32+12-22 =49
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0 4 < 5. La cota resulta no ser 6ptima, pero es bastante cercana a serlo.

Veamos ahora con mas cuidado la curva I'g. Ella tiene nueve puntos singulares
(clésicos) en P2. Ocho de ellos son nodos, inducidos por las curvas (—1) que solo
cortan a I' en la Figura El noveno también es un punto doble, pero en que las
dos direcciones tangentes coinciden.

Prestemos atenciéon a los ocho nodos de I'gs. Podemos tomar tres de ellos y
realizar una transformaciéon de Cremona respecto a esos tres puntos. Esto produce
una curva de grado 8, con cinco nodos y tres puntos de multiplicidad 3. Repetimos
este procedimiento realizando transformaciones de Cremona en distintos puntos.
Hemos registrado el resultado de estas operaciones en la Tabla

. Puntos multiples

Cremona realizada | Grado 93 456 7 8
Inicial 7 8 00O O O O

Tres 2 8 5 3 00 0 0 O

Una 3, dos 2 9 341 0 0 00
Dos 3, una 2 10 23 3 0 0 0 O
Una 4, una 3, una 2 11 13 3 1 0 00
Una 5, una 3, una 2 12 03 40100
Dos 3, una 4 14 01 3 2 2 00
Una 5, una 4 15 01 1 3 3 00
Una 4, una 5 16 01 0 2 5 00
Una 3, una 6 17 001 2 3 20
Dos 6, una 4 18 000 3 140
Dos 5, una 6 20 0 001 0 6 1
Dos 7, una 5 21 0000 1 4 3
Dos 7, una 6 22 00 0 0 0 3 5
Tres 7 23 0 00O 0 0 8

TABLA 1. Curva I'g y transformaciones de Cremona.
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