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PLAN

1.Îïðåäåëåíèÿ àáñîëþòà; ñðàâíåíèÿ ñ äðóãèìè ïîíÿòèÿìè
ãðàíèö.

2. Ïåðâûå ïðèìåðû. Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà.
3.Àáñîëþò äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê è ýðãîäè÷åñêèé ìåòîä.
4.Îñíîâíîé ïðèìåð, ãðàô Þíãà. Ìåðû òèïà Ïëàíøåðåëÿ.
5.Ìàðêîâîñòü è áåðíóëëèåâîñòü. Íàêðûòèå. RSK è êîäèðîâàíèå
ñ çàïàçäûâàíèåì.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

ÄÀÍÎ áîðåëåâñêîå èëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíòâî X , â
êîòîðîì çàäàíà áîðåëåâñêàÿ ôèëüòðàöèÿ {ξn}n∈N � èíà÷å
ãîâîðÿ, óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîðåëåâñêè èçìåðèìûõ
ðàçáèåíèé, íà ýëåìåíòàõ (ñ÷¼òíûõ) êîòîðîãî çàäàíû (óñëîâíûå)
ñèãìà-êîíå÷íûìè íåîòðèöàòåëüíûå ìåðû (êîöèêë).
Îñíîâíîé ïðèìåð Ïóñòü X åñòü ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ
(îäíîñòîðîííèõ) ñëîâ {an}n∈N ,
à {ξn} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õâîñòîâûõ ðàçáèåíèé, â
÷àñòíîñòè, X� ïðîñòðàíñòâî ïóòåé ãðàäóèðîâàííîãî ãðàôà èëè
ìàðêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, c õâîñòîâîé ôèëüòðàöèåé è
"êîïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè"íà "õâîñòàõ ò.å. êîöèêë:
β(x , y) = µ(x)

µ(y) .



AÁÑÎËÞÒ

De�nition

ÀÁÑÎËÞÒ ÏÀÐÛ (ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ, ÔÈËÜÒÐÀÖÈß) �
{X , {ξn}} ÅÑÒÜ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÑÅÕ ÍÅÐÀÇËÎÆÈÌÛÕ,
ÁÎÐÅËÅÂÑÊÈÕ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÌÅÐ ÍÀ X , ÑÈÑÒÅÌÀ
ÓÑËÎÂÍÛÕ ÌÅÐ ÍÀ ÑËÎßÕ ÕÂÎÑÒÎÂÎÃÎ ÐÀÇÁÈÅÍÈß
ÊÎÒÎÐÛÕ, ÑÎÂÏÀÄÀÅÒ Ñ ÑÈÑÒÅÌÎÉ ÓÑËÎÂÍÛÕ ÌÅÐ
ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ.
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ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

1. Íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà à óñëîâíûå ìåðû �
ðàâíîìåðíû; â ýòîì ñëó÷àå ìåðû, íàçûâàþòñÿ "öåíòðàëüíûìè
ìåðàìè"; â ýòîì ñëó÷àå êîöèêë β(x , y) = 1. Åñëè ôèëüòðàöèÿ
åñòü òðàåêòîðíîå ðàçáèåíèå ñ÷åòíîé ãðóïïû, òî öåíòðàëüíûå
ìåðû åñòü ýðãîäè÷åñêèå ìåðû èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû. Òåì ñàìûì çàäà÷à îïèñàíèÿ àáñîëþòà
âêëþ÷àåò çàäà÷ó îïèñàíèÿ ìåð. èíâàðèíòíûõ îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû.
Ïðèìåð êîíêðåòíîãî ñâÅ'äåíèå çàäà÷è îïèñàíèÿ èíâàðèàíòíûõ
ìåð äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Z ê çàäà÷å îá
àáñîëþòå ãðàôà � êîíñòðóêöèè àäè÷åñêîãî ñäâèãà
(ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíòâà ïóòåé äèàãðàììû Áðàòòåëè).
2.Íåðàçëîæèìîñòü ìåðû ðàâíîñèëüíà ýðãîäè÷íîñòè äåéñòâèÿ
ãðóïïû (ïîëóãðóïï), åñëè ôèëüòðàöèÿ ïîðîæäåíà äåéñòâèåì
ãðóïïû (ïîëóãðóïïîé), íî íå âñåãäà ñâîäèòñÿ ê ýðãîäè÷íîñòè â
îáùåì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó íå âñÿêàÿ ôèëüòðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
òðàåêòîðíîé.
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ÎÒËÈ×Èß ÀÁÑÎËÞÒÀ

3.Îïðåäåëåíèå àáñîëþòà íå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì
�- ãðàíèö Ïóàññîíà-Ôþðñòåíáåðãà, ãðàíèö -âõîä -âûõîä,
ïîñêîëüêó ýòè ãðàíèöû åñòü â îòëè÷èå îò àáñîëþòà ãðàíèöû
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé è íåñóò êàíîíè÷åñêóþ (ãàðìîíè÷åñêóþ)
ìåðó; íà àáñîëþòå íåò êàíîíè÷åñêîé ìåðû;
�- ãðàíèöû Ìàðòèíà, � òàê êàê ìåðû îïðåäëÿþòñÿ íå ïî
ïåðåõîäíûì, êàê ãðàíèöà Ìàðòèíà, à ïî êîïåðåõîäíûì
âåðîÿòíîñòÿì. � àáñîëþò åñòü ÷àñòü ãð. Ìàðòèíà, èíîãäà îíè
ñîâïàäàþò.
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ñîâïàäàþò.



ÏÐÈÌÅÐÛ

à) Òåîðåìà Äåôèíåòòè (öåíòðàëüíûå ìåðû ãðàôâ Ïàñêàëÿ).
ÀÁÑÎËÞÒ �[0, 1]
á)Ãðàô Þíãà äâóñòðî÷å÷íûõ òàáëèö (ãðàô "ïîëó-Ïàñêàëÿ")
[1/2, 1].
â) Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà (Âåðøèê-Ìàëþòèí � 2015)

Theorem

Àáñîëþò åñòü ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà (1/2, 1] íà ãðàíèöó

Ïóàññîíà-Ôþðñòåíáåðãà. Òî÷íåå, âñÿêàÿ íåðàçëîæèìàÿ

öåíòðàëüíà ìåðà ñ òåìè æå óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÷òî è ó

ëàïëàñèàíà, îäíîçíà÷íî îïðåäëÿåòñÿ òî÷êîé ãðàíèöû ÏÔ, ê

êîòîðîé îíà ñõîäèòñÿ è ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ

ïîä÷èíåíà åäèíîé îöåíêå ñíèçó. (ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè

òåðÿåòñÿ íåðàçëîæèìîñòü).ãð

Äëÿ ìíîãèõ ãðóïï àáñîëþò òàê æå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàë
ãðàíèöû ÏÔ ñëîè êîòîðîãî åñòü ñêîðîñòè ôâèæåíèÿ ê ãðàíèöå,
âî âñÿêîì ñëó÷àå, âèäèìî, ýòî òàê äëÿ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
ãðàíèöà ÏÔ íåòðèâèàëüíà.



ÏÐÈÌÅÐÛ

à) Òåîðåìà Äåôèíåòòè (öåíòðàëüíûå ìåðû ãðàôâ Ïàñêàëÿ).
ÀÁÑÎËÞÒ �[0, 1]

á)Ãðàô Þíãà äâóñòðî÷å÷íûõ òàáëèö (ãðàô "ïîëó-Ïàñêàëÿ")
[1/2, 1].
â) Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà (Âåðøèê-Ìàëþòèí � 2015)

Theorem

Àáñîëþò åñòü ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà (1/2, 1] íà ãðàíèöó

Ïóàññîíà-Ôþðñòåíáåðãà. Òî÷íåå, âñÿêàÿ íåðàçëîæèìàÿ

öåíòðàëüíà ìåðà ñ òåìè æå óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÷òî è ó

ëàïëàñèàíà, îäíîçíà÷íî îïðåäëÿåòñÿ òî÷êîé ãðàíèöû ÏÔ, ê

êîòîðîé îíà ñõîäèòñÿ è ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ

ïîä÷èíåíà åäèíîé îöåíêå ñíèçó. (ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè

òåðÿåòñÿ íåðàçëîæèìîñòü).ãð

Äëÿ ìíîãèõ ãðóïï àáñîëþò òàê æå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàë
ãðàíèöû ÏÔ ñëîè êîòîðîãî åñòü ñêîðîñòè ôâèæåíèÿ ê ãðàíèöå,
âî âñÿêîì ñëó÷àå, âèäèìî, ýòî òàê äëÿ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
ãðàíèöà ÏÔ íåòðèâèàëüíà.



ÏÐÈÌÅÐÛ

à) Òåîðåìà Äåôèíåòòè (öåíòðàëüíûå ìåðû ãðàôâ Ïàñêàëÿ).
ÀÁÑÎËÞÒ �[0, 1]
á)Ãðàô Þíãà äâóñòðî÷å÷íûõ òàáëèö (ãðàô "ïîëó-Ïàñêàëÿ")
[1/2, 1].

â) Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà (Âåðøèê-Ìàëþòèí � 2015)

Theorem

Àáñîëþò åñòü ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà (1/2, 1] íà ãðàíèöó

Ïóàññîíà-Ôþðñòåíáåðãà. Òî÷íåå, âñÿêàÿ íåðàçëîæèìàÿ

öåíòðàëüíà ìåðà ñ òåìè æå óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÷òî è ó

ëàïëàñèàíà, îäíîçíà÷íî îïðåäëÿåòñÿ òî÷êîé ãðàíèöû ÏÔ, ê

êîòîðîé îíà ñõîäèòñÿ è ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ

ïîä÷èíåíà åäèíîé îöåíêå ñíèçó. (ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè

òåðÿåòñÿ íåðàçëîæèìîñòü).ãð

Äëÿ ìíîãèõ ãðóïï àáñîëþò òàê æå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàë
ãðàíèöû ÏÔ ñëîè êîòîðîãî åñòü ñêîðîñòè ôâèæåíèÿ ê ãðàíèöå,
âî âñÿêîì ñëó÷àå, âèäèìî, ýòî òàê äëÿ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
ãðàíèöà ÏÔ íåòðèâèàëüíà.



ÏÐÈÌÅÐÛ

à) Òåîðåìà Äåôèíåòòè (öåíòðàëüíûå ìåðû ãðàôâ Ïàñêàëÿ).
ÀÁÑÎËÞÒ �[0, 1]
á)Ãðàô Þíãà äâóñòðî÷å÷íûõ òàáëèö (ãðàô "ïîëó-Ïàñêàëÿ")
[1/2, 1].
â) Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà (Âåðøèê-Ìàëþòèí � 2015)

Theorem

Àáñîëþò åñòü ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà (1/2, 1] íà ãðàíèöó

Ïóàññîíà-Ôþðñòåíáåðãà. Òî÷íåå, âñÿêàÿ íåðàçëîæèìàÿ

öåíòðàëüíà ìåðà ñ òåìè æå óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÷òî è ó

ëàïëàñèàíà, îäíîçíà÷íî îïðåäëÿåòñÿ òî÷êîé ãðàíèöû ÏÔ, ê

êîòîðîé îíà ñõîäèòñÿ è ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ

ïîä÷èíåíà åäèíîé îöåíêå ñíèçó. (ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè

òåðÿåòñÿ íåðàçëîæèìîñòü).ãð

Äëÿ ìíîãèõ ãðóïï àáñîëþò òàê æå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàë
ãðàíèöû ÏÔ ñëîè êîòîðîãî åñòü ñêîðîñòè ôâèæåíèÿ ê ãðàíèöå,
âî âñÿêîì ñëó÷àå, âèäèìî, ýòî òàê äëÿ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
ãðàíèöà ÏÔ íåòðèâèàëüíà.



ÏÐÈÌÅÐÛ

à) Òåîðåìà Äåôèíåòòè (öåíòðàëüíûå ìåðû ãðàôâ Ïàñêàëÿ).
ÀÁÑÎËÞÒ �[0, 1]
á)Ãðàô Þíãà äâóñòðî÷å÷íûõ òàáëèö (ãðàô "ïîëó-Ïàñêàëÿ")
[1/2, 1].
â) Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà (Âåðøèê-Ìàëþòèí � 2015)

Theorem

Àáñîëþò åñòü ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà (1/2, 1] íà ãðàíèöó

Ïóàññîíà-Ôþðñòåíáåðãà. Òî÷íåå, âñÿêàÿ íåðàçëîæèìàÿ

öåíòðàëüíà ìåðà ñ òåìè æå óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÷òî è ó

ëàïëàñèàíà, îäíîçíà÷íî îïðåäëÿåòñÿ òî÷êîé ãðàíèöû ÏÔ, ê

êîòîðîé îíà ñõîäèòñÿ è ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ

ïîä÷èíåíà åäèíîé îöåíêå ñíèçó. (ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè

òåðÿåòñÿ íåðàçëîæèìîñòü).ãð

Äëÿ ìíîãèõ ãðóïï àáñîëþò òàê æå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàë
ãðàíèöû ÏÔ ñëîè êîòîðîãî åñòü ñêîðîñòè ôâèæåíèÿ ê ãðàíèöå,
âî âñÿêîì ñëó÷àå, âèäèìî, ýòî òàê äëÿ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
ãðàíèöà ÏÔ íåòðèâèàëüíà.



ÏÐÈÌÅÐÛ

à) Òåîðåìà Äåôèíåòòè (öåíòðàëüíûå ìåðû ãðàôâ Ïàñêàëÿ).
ÀÁÑÎËÞÒ �[0, 1]
á)Ãðàô Þíãà äâóñòðî÷å÷íûõ òàáëèö (ãðàô "ïîëó-Ïàñêàëÿ")
[1/2, 1].
â) Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà (Âåðøèê-Ìàëþòèí � 2015)

Theorem

Àáñîëþò åñòü ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà (1/2, 1] íà ãðàíèöó

Ïóàññîíà-Ôþðñòåíáåðãà. Òî÷íåå, âñÿêàÿ íåðàçëîæèìàÿ

öåíòðàëüíà ìåðà ñ òåìè æå óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÷òî è ó

ëàïëàñèàíà, îäíîçíà÷íî îïðåäëÿåòñÿ òî÷êîé ãðàíèöû ÏÔ, ê

êîòîðîé îíà ñõîäèòñÿ è ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ

ïîä÷èíåíà åäèíîé îöåíêå ñíèçó. (ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè

òåðÿåòñÿ íåðàçëîæèìîñòü).ãð

Äëÿ ìíîãèõ ãðóïï àáñîëþò òàê æå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàë
ãðàíèöû ÏÔ ñëîè êîòîðîãî åñòü ñêîðîñòè ôâèæåíèÿ ê ãðàíèöå,
âî âñÿêîì ñëó÷àå, âèäèìî, ýòî òàê äëÿ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
ãðàíèöà ÏÔ íåòðèâèàëüíà.



Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà

Íî âîò äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñèòóàöèÿ èíàÿ, íàïðèìåð, äëÿ
ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà. � ãðàíèöà ÏÔ òðèâèàëüíà, à àáñîëþò -íåò.
ã)Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà (Â.& Ìàëþòèí 2023)

Theorem

Àáñîëþò ýòîé ãðóïïû åñòü îáúåäèíåíèå åäèíè÷íûé êâàäðàòà è

îãðàíè÷åííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî÷êè íàêîïëåíèÿ êîòîðîãî

åñòü âñÿ ãðàíèöà êâàäðàòà.

Çäåñü "êâàäðàò"åñòü àáñîëþò àáåëèçàöèè ãðóïïû, à
ñ÷åòíàÿ÷àñòü � âêëàä öåíòðà ãðóïïû.



Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà

Íî âîò äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñèòóàöèÿ èíàÿ, íàïðèìåð, äëÿ
ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà. � ãðàíèöà ÏÔ òðèâèàëüíà, à àáñîëþò -íåò.

ã)Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà (Â.& Ìàëþòèí 2023)

Theorem

Àáñîëþò ýòîé ãðóïïû åñòü îáúåäèíåíèå åäèíè÷íûé êâàäðàòà è

îãðàíè÷åííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî÷êè íàêîïëåíèÿ êîòîðîãî

åñòü âñÿ ãðàíèöà êâàäðàòà.

Çäåñü "êâàäðàò"åñòü àáñîëþò àáåëèçàöèè ãðóïïû, à
ñ÷åòíàÿ÷àñòü � âêëàä öåíòðà ãðóïïû.



Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà

Íî âîò äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñèòóàöèÿ èíàÿ, íàïðèìåð, äëÿ
ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà. � ãðàíèöà ÏÔ òðèâèàëüíà, à àáñîëþò -íåò.
ã)Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà (Â.& Ìàëþòèí 2023)

Theorem

Àáñîëþò ýòîé ãðóïïû åñòü îáúåäèíåíèå åäèíè÷íûé êâàäðàòà è

îãðàíè÷åííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî÷êè íàêîïëåíèÿ êîòîðîãî

åñòü âñÿ ãðàíèöà êâàäðàòà.

Çäåñü "êâàäðàò"åñòü àáñîëþò àáåëèçàöèè ãðóïïû, à
ñ÷åòíàÿ÷àñòü � âêëàä öåíòðà ãðóïïû.



Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà

Íî âîò äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñèòóàöèÿ èíàÿ, íàïðèìåð, äëÿ
ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà. � ãðàíèöà ÏÔ òðèâèàëüíà, à àáñîëþò -íåò.
ã)Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà (Â.& Ìàëþòèí 2023)

Theorem

Àáñîëþò ýòîé ãðóïïû åñòü îáúåäèíåíèå åäèíè÷íûé êâàäðàòà è

îãðàíè÷åííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî÷êè íàêîïëåíèÿ êîòîðîãî

åñòü âñÿ ãðàíèöà êâàäðàòà.

Çäåñü "êâàäðàò"åñòü àáñîëþò àáåëèçàöèè ãðóïïû, à
ñ÷åòíàÿ÷àñòü � âêëàä öåíòðà ãðóïïû.



Àáñîëþò äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê

Ðàññìîòðè ñ÷åòíûé ïîñåò P è äèñòðèáóòèâíóþ,
ãðàäóèðîâàííóþ ðåøåòêó åãî êîíå÷íûõ èäåàëîâ J(P).
Ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ïóòåé ðåøåòêå (=òàáëèö) � Y (P),
ò.å. ìîíîòîííûõ íóìåðàöèé ïîñåòà, âìåñòå ñ åãî õâîñòîâûì
ðàpáèåíèåì ïîçâîëÿþò ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá àáñîëþòå ïîñåòà
Abs(P) (èëè åãî äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè). Òî÷êè àáñîëþòà
åñòü ñëó÷àéíûå, èíâàðèàíòíûå, ìîíîòîííûå íóìåðàöèè ïîñåòà
P è óæå ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé èíòåðåñ. Â ñëó÷àå
P = Z2

+ ãðàô ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåòêè åñòü ãðàô Þíãà.
Ñòàâèòñÿ îáùàÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè àáñîëþòà äèñòðèáóòèâíûõ
ðåøåòîê.



Àáñîëþò äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê

Ðàññìîòðè ñ÷åòíûé ïîñåò P è äèñòðèáóòèâíóþ,
ãðàäóèðîâàííóþ ðåøåòêó åãî êîíå÷íûõ èäåàëîâ J(P).
Ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ïóòåé ðåøåòêå (=òàáëèö) � Y (P),
ò.å. ìîíîòîííûõ íóìåðàöèé ïîñåòà, âìåñòå ñ åãî õâîñòîâûì
ðàpáèåíèåì ïîçâîëÿþò ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá àáñîëþòå ïîñåòà
Abs(P) (èëè åãî äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè). Òî÷êè àáñîëþòà
åñòü ñëó÷àéíûå, èíâàðèàíòíûå, ìîíîòîííûå íóìåðàöèè ïîñåòà
P è óæå ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé èíòåðåñ. Â ñëó÷àå
P = Z2

+ ãðàô ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåòêè åñòü ãðàô Þíãà.
Ñòàâèòñÿ îáùàÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè àáñîëþòà äèñòðèáóòèâíûõ
ðåøåòîê.



Îá Àáñîëþòå ãðàôà Þíãà è îáùèé ñëó÷àé

Àáñîëþò ãðàôà Þíãà äàåòñÿ òåîðåìîé Òîìà (ñèìïëåêñ Òîìà).
Îäíàêî äî ñèõ ïîð âñå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íå âëÿþòñÿ
êîìáèíàòîðíî-âåðîÿòíîñòíûìè, îáîáùàåìûìè íà äðóãèå
ðåøåòêè. Ëèøü íåäàâíî ïîÿâèëàñü óâåðåííîñòü â íàëè÷èè
òàêîãî äîêçàòåëüñòâà.
Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëÿþòñÿ òåðìèíû â êîòîðûõ äàåòñÿ ñëåäóåò
äàòü îòâåò â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. àíàëîã ñèìïëåêñà Òîìà, èì
ñëóæèò åùå îäíà ðåøåòêà J∞(P) à èìåííî, ðåøåòêà
ìèíèìàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ èäåàëîâ èñõîäíîé ðåøåòêè
(êîíå÷íûõ èäåàëîâ). Ýòî áûëî ÿñíî äàâíî. Íî âàæíî, ÷òî
ðåøåòêà J∞(P) ïîñåòà P ñòðàòèôèöèðîâàíà, êàê è àáñîëþò; å¼
"äèñêðåòíàÿ"ñòðàòà ñîñòîèò èç ïðîñòåéøèõ ìåð,
ñîñðåäîòî÷åííûõ íà äèñêðåòíûõ íóìåðàöèÿõ, à âûñøàÿ
("ïëàíøåðåëåâñêàÿ") ñòðàòà àáñîëþòà åñòü ïðåäïîëîæèòåëüíî
ëèáî îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíòñòâî, ëèáî îðáèòà òðàíçèòèâíîé
ãðóïïû.
Ãèïîòåçà: Àáñîëþò äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè P
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ðåøåòêîé J∞(P).



Îá Àáñîëþòå ãðàôà Þíãà è îáùèé ñëó÷àé
Àáñîëþò ãðàôà Þíãà äàåòñÿ òåîðåìîé Òîìà (ñèìïëåêñ Òîìà).
Îäíàêî äî ñèõ ïîð âñå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íå âëÿþòñÿ
êîìáèíàòîðíî-âåðîÿòíîñòíûìè, îáîáùàåìûìè íà äðóãèå
ðåøåòêè. Ëèøü íåäàâíî ïîÿâèëàñü óâåðåííîñòü â íàëè÷èè
òàêîãî äîêçàòåëüñòâà.
Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëÿþòñÿ òåðìèíû â êîòîðûõ äàåòñÿ ñëåäóåò
äàòü îòâåò â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. àíàëîã ñèìïëåêñà Òîìà, èì
ñëóæèò åùå îäíà ðåøåòêà J∞(P) à èìåííî, ðåøåòêà
ìèíèìàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ èäåàëîâ èñõîäíîé ðåøåòêè
(êîíå÷íûõ èäåàëîâ). Ýòî áûëî ÿñíî äàâíî.

Íî âàæíî, ÷òî
ðåøåòêà J∞(P) ïîñåòà P ñòðàòèôèöèðîâàíà, êàê è àáñîëþò; å¼
"äèñêðåòíàÿ"ñòðàòà ñîñòîèò èç ïðîñòåéøèõ ìåð,
ñîñðåäîòî÷åííûõ íà äèñêðåòíûõ íóìåðàöèÿõ, à âûñøàÿ
("ïëàíøåðåëåâñêàÿ") ñòðàòà àáñîëþòà åñòü ïðåäïîëîæèòåëüíî
ëèáî îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíòñòâî, ëèáî îðáèòà òðàíçèòèâíîé
ãðóïïû.
Ãèïîòåçà: Àáñîëþò äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè P
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ðåøåòêîé J∞(P).



Îá Àáñîëþòå ãðàôà Þíãà è îáùèé ñëó÷àé
Àáñîëþò ãðàôà Þíãà äàåòñÿ òåîðåìîé Òîìà (ñèìïëåêñ Òîìà).
Îäíàêî äî ñèõ ïîð âñå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íå âëÿþòñÿ
êîìáèíàòîðíî-âåðîÿòíîñòíûìè, îáîáùàåìûìè íà äðóãèå
ðåøåòêè. Ëèøü íåäàâíî ïîÿâèëàñü óâåðåííîñòü â íàëè÷èè
òàêîãî äîêçàòåëüñòâà.
Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëÿþòñÿ òåðìèíû â êîòîðûõ äàåòñÿ ñëåäóåò
äàòü îòâåò â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. àíàëîã ñèìïëåêñà Òîìà, èì
ñëóæèò åùå îäíà ðåøåòêà J∞(P) à èìåííî, ðåøåòêà
ìèíèìàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ èäåàëîâ èñõîäíîé ðåøåòêè
(êîíå÷íûõ èäåàëîâ). Ýòî áûëî ÿñíî äàâíî. Íî âàæíî, ÷òî
ðåøåòêà J∞(P) ïîñåòà P ñòðàòèôèöèðîâàíà, êàê è àáñîëþò; å¼
"äèñêðåòíàÿ"ñòðàòà ñîñòîèò èç ïðîñòåéøèõ ìåð,
ñîñðåäîòî÷åííûõ íà äèñêðåòíûõ íóìåðàöèÿõ, à âûñøàÿ
("ïëàíøåðåëåâñêàÿ") ñòðàòà àáñîëþòà åñòü ïðåäïîëîæèòåëüíî
ëèáî îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíòñòâî, ëèáî îðáèòà òðàíçèòèâíîé
ãðóïïû.

Ãèïîòåçà: Àáñîëþò äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè P
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ðåøåòêîé J∞(P).



Îá Àáñîëþòå ãðàôà Þíãà è îáùèé ñëó÷àé
Àáñîëþò ãðàôà Þíãà äàåòñÿ òåîðåìîé Òîìà (ñèìïëåêñ Òîìà).
Îäíàêî äî ñèõ ïîð âñå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íå âëÿþòñÿ
êîìáèíàòîðíî-âåðîÿòíîñòíûìè, îáîáùàåìûìè íà äðóãèå
ðåøåòêè. Ëèøü íåäàâíî ïîÿâèëàñü óâåðåííîñòü â íàëè÷èè
òàêîãî äîêçàòåëüñòâà.
Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëÿþòñÿ òåðìèíû â êîòîðûõ äàåòñÿ ñëåäóåò
äàòü îòâåò â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. àíàëîã ñèìïëåêñà Òîìà, èì
ñëóæèò åùå îäíà ðåøåòêà J∞(P) à èìåííî, ðåøåòêà
ìèíèìàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ èäåàëîâ èñõîäíîé ðåøåòêè
(êîíå÷íûõ èäåàëîâ). Ýòî áûëî ÿñíî äàâíî. Íî âàæíî, ÷òî
ðåøåòêà J∞(P) ïîñåòà P ñòðàòèôèöèðîâàíà, êàê è àáñîëþò; å¼
"äèñêðåòíàÿ"ñòðàòà ñîñòîèò èç ïðîñòåéøèõ ìåð,
ñîñðåäîòî÷åííûõ íà äèñêðåòíûõ íóìåðàöèÿõ, à âûñøàÿ
("ïëàíøåðåëåâñêàÿ") ñòðàòà àáñîëþòà åñòü ïðåäïîëîæèòåëüíî
ëèáî îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíòñòâî, ëèáî îðáèòà òðàíçèòèâíîé
ãðóïïû.
Ãèïîòåçà: Àáñîëþò äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè P
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ðåøåòêîé J∞(P).



Áåðíóëëèåâñêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ è ìàðêîâñêèå ôàêòîðû

Ëþáîïûòíàÿ è, ïîâèäèìîìó, íîâàÿ ñâÿçü ìåæäó
áåðíóëëèåâñêèìè è ìàðêîâñêèìè ìåðàìè ïîÿâèëàñü â ñâÿçè ñ
èçó÷åíèåì àáñîëþòà.
Ýòî ñâÿçü ãåîìåòðèè ãðàäóèðîâàííûõ ãðàôîâ è áåðíóëëèåâîñòè
öåíòðàëüíûõ ìåð. Ïðèìåðû ýòîé ñâÿçè äàåò óæå ãðàô Þíãà è
äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè íåêîòîðûõ ïîñåòîâ.
Áåðíóëëèåâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ öåíòðàëüíàÿ ìåðà åñòü
ÏÎ×ÒÈ áåðíóëëèåâñêîé. à áîëåå òî÷íî ìàðêîâñêàÿ ìåðà íà
ñòðàòàõ ïðîñòðàíñòâà ìèíèìàëüíûõ èäåàëîâ. Óòî÷íåíèå ýòîãî
òåçèñà òðåáóåò ïîäðîáíîãî àíàëèçà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà
ïðèìåðå ïðîèçâîëüíûõ (âêëþ÷àÿ ìåðó Ïëàíøåðåëÿ)
öåíòðàëüíûõ ìåð ãðàôà Þíãà:
Òåîðåìà (Â.& Êåðîâ '86, Sniady& Romik '17, V.'23) Ëþáàÿ

òî÷êà àáñîëþòà (â.ò.÷.ñëó÷àéíîå áëóæäàíèÿ â êàìåðå Âåéëÿ) ñ

çàäàííûì îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëíèåì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì

ôàêòîðîì áåðíóëëèåâñêîé ïîñëäîâàòåëüíîñòè ñ òåì æå

ðàñïðåäåëåíèåì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ þíãèçàöèè.



Áåðíóëëèåâñêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ è ìàðêîâñêèå ôàêòîðû

Ëþáîïûòíàÿ è, ïîâèäèìîìó, íîâàÿ ñâÿçü ìåæäó
áåðíóëëèåâñêèìè è ìàðêîâñêèìè ìåðàìè ïîÿâèëàñü â ñâÿçè ñ
èçó÷åíèåì àáñîëþòà.
Ýòî ñâÿçü ãåîìåòðèè ãðàäóèðîâàííûõ ãðàôîâ è áåðíóëëèåâîñòè
öåíòðàëüíûõ ìåð. Ïðèìåðû ýòîé ñâÿçè äàåò óæå ãðàô Þíãà è
äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè íåêîòîðûõ ïîñåòîâ.

Áåðíóëëèåâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ öåíòðàëüíàÿ ìåðà åñòü
ÏÎ×ÒÈ áåðíóëëèåâñêîé. à áîëåå òî÷íî ìàðêîâñêàÿ ìåðà íà
ñòðàòàõ ïðîñòðàíñòâà ìèíèìàëüíûõ èäåàëîâ. Óòî÷íåíèå ýòîãî
òåçèñà òðåáóåò ïîäðîáíîãî àíàëèçà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà
ïðèìåðå ïðîèçâîëüíûõ (âêëþ÷àÿ ìåðó Ïëàíøåðåëÿ)
öåíòðàëüíûõ ìåð ãðàôà Þíãà:
Òåîðåìà (Â.& Êåðîâ '86, Sniady& Romik '17, V.'23) Ëþáàÿ

òî÷êà àáñîëþòà (â.ò.÷.ñëó÷àéíîå áëóæäàíèÿ â êàìåðå Âåéëÿ) ñ

çàäàííûì îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëíèåì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì

ôàêòîðîì áåðíóëëèåâñêîé ïîñëäîâàòåëüíîñòè ñ òåì æå

ðàñïðåäåëåíèåì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ þíãèçàöèè.



Áåðíóëëèåâñêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ è ìàðêîâñêèå ôàêòîðû

Ëþáîïûòíàÿ è, ïîâèäèìîìó, íîâàÿ ñâÿçü ìåæäó
áåðíóëëèåâñêèìè è ìàðêîâñêèìè ìåðàìè ïîÿâèëàñü â ñâÿçè ñ
èçó÷åíèåì àáñîëþòà.
Ýòî ñâÿçü ãåîìåòðèè ãðàäóèðîâàííûõ ãðàôîâ è áåðíóëëèåâîñòè
öåíòðàëüíûõ ìåð. Ïðèìåðû ýòîé ñâÿçè äàåò óæå ãðàô Þíãà è
äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè íåêîòîðûõ ïîñåòîâ.
Áåðíóëëèåâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ öåíòðàëüíàÿ ìåðà åñòü
ÏÎ×ÒÈ áåðíóëëèåâñêîé. à áîëåå òî÷íî ìàðêîâñêàÿ ìåðà íà
ñòðàòàõ ïðîñòðàíñòâà ìèíèìàëüíûõ èäåàëîâ. Óòî÷íåíèå ýòîãî
òåçèñà òðåáóåò ïîäðîáíîãî àíàëèçà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà
ïðèìåðå ïðîèçâîëüíûõ (âêëþ÷àÿ ìåðó Ïëàíøåðåëÿ)
öåíòðàëüíûõ ìåð ãðàôà Þíãà:

Òåîðåìà (Â.& Êåðîâ '86, Sniady& Romik '17, V.'23) Ëþáàÿ

òî÷êà àáñîëþòà (â.ò.÷.ñëó÷àéíîå áëóæäàíèÿ â êàìåðå Âåéëÿ) ñ

çàäàííûì îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëíèåì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì

ôàêòîðîì áåðíóëëèåâñêîé ïîñëäîâàòåëüíîñòè ñ òåì æå

ðàñïðåäåëåíèåì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ þíãèçàöèè.



Áåðíóëëèåâñêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ è ìàðêîâñêèå ôàêòîðû

Ëþáîïûòíàÿ è, ïîâèäèìîìó, íîâàÿ ñâÿçü ìåæäó
áåðíóëëèåâñêèìè è ìàðêîâñêèìè ìåðàìè ïîÿâèëàñü â ñâÿçè ñ
èçó÷åíèåì àáñîëþòà.
Ýòî ñâÿçü ãåîìåòðèè ãðàäóèðîâàííûõ ãðàôîâ è áåðíóëëèåâîñòè
öåíòðàëüíûõ ìåð. Ïðèìåðû ýòîé ñâÿçè äàåò óæå ãðàô Þíãà è
äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè íåêîòîðûõ ïîñåòîâ.
Áåðíóëëèåâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ öåíòðàëüíàÿ ìåðà åñòü
ÏÎ×ÒÈ áåðíóëëèåâñêîé. à áîëåå òî÷íî ìàðêîâñêàÿ ìåðà íà
ñòðàòàõ ïðîñòðàíñòâà ìèíèìàëüíûõ èäåàëîâ. Óòî÷íåíèå ýòîãî
òåçèñà òðåáóåò ïîäðîáíîãî àíàëèçà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà
ïðèìåðå ïðîèçâîëüíûõ (âêëþ÷àÿ ìåðó Ïëàíøåðåëÿ)
öåíòðàëüíûõ ìåð ãðàôà Þíãà:
Òåîðåìà (Â.& Êåðîâ '86, Sniady& Romik '17, V.'23) Ëþáàÿ

òî÷êà àáñîëþòà (â.ò.÷.ñëó÷àéíîå áëóæäàíèÿ â êàìåðå Âåéëÿ) ñ

çàäàííûì îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëíèåì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì

ôàêòîðîì áåðíóëëèåâñêîé ïîñëäîâàòåëüíîñòè ñ òåì æå

ðàñïðåäåëåíèåì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ þíãèçàöèè.



Ïðîåêöèÿ ÃÊÔ è âîïðîñ î ñëó÷àéíîì ïîñåòå

Ýòîò ïðèìåð äàåò íåòðèâèàëüíûé èçìîðôèçì c çàïàçäûâàíèåì

áåðíóëëèåâñêîãî è ìàðêîâñêîãî ïðîöåññîâ. Èçîìîðôçèìîì
ÿâÿëåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ þíãèçàöèÿ (òî åñòü RSK).
Ãðèí-Êëåéòìàí è, íåçàâèñèìî, Ôîìèí îïðåäëèëè ïðîåêöèþ
ïðîèçâîëüíîãî ïîñåòà íà äèàãðàììû Þíãà.
Åñëè çàôèêñèîâàòü ÷èñëî n è âçÿòü ïðîåêöèþ ÃÊÔ ìíîæåñòâà
âñåõ ïîñåòîâ ñ n òî÷êàìè íà ìíîæåñòâî äèàãðìì Þíãà, òî
ìîæíî ðàññìîòðåòü îáðàç ðàâíîìåðíîé ìåðû íà âñåõ ïîñåòàõ ñ
n òî÷êàìè. Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìåðîé Ïëàíøåðåëÿ?
Áîëåå ïîäðîáíûé âîïðîñ: êàêîâà ýòà ìåðà äëÿ òîãî èëè èíîãî
êëàññà ïîñåòîâ äàííîãî êîìáèíàòîðíîãî òèïà. Íàïðèìåð,
ïîñåòû, ÿâëÿþùèåñÿ äèàãðàììàìè çàäàííîãî âèäà �
ìíîãîìåðíûå äèàãðàììû Þíãà è ò.ä. Â ýòîì ñëó÷àå âîïðñî
ñâÿçàíû ñ àáñîëþòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà.
Ïðåäïîëîæèòåëüíî, âñå ýòî ñëîæíûå âîïðîñû, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ðàçâèòèå àñèìïòîòè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè
ñëó÷àéíûõ êîíôèãóðàöèé.



Ïðîåêöèÿ ÃÊÔ è âîïðîñ î ñëó÷àéíîì ïîñåòå

Ýòîò ïðèìåð äàåò íåòðèâèàëüíûé èçìîðôèçì c çàïàçäûâàíèåì

áåðíóëëèåâñêîãî è ìàðêîâñêîãî ïðîöåññîâ. Èçîìîðôçèìîì
ÿâÿëåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ þíãèçàöèÿ (òî åñòü RSK).

Ãðèí-Êëåéòìàí è, íåçàâèñèìî, Ôîìèí îïðåäëèëè ïðîåêöèþ
ïðîèçâîëüíîãî ïîñåòà íà äèàãðàììû Þíãà.
Åñëè çàôèêñèîâàòü ÷èñëî n è âçÿòü ïðîåêöèþ ÃÊÔ ìíîæåñòâà
âñåõ ïîñåòîâ ñ n òî÷êàìè íà ìíîæåñòâî äèàãðìì Þíãà, òî
ìîæíî ðàññìîòðåòü îáðàç ðàâíîìåðíîé ìåðû íà âñåõ ïîñåòàõ ñ
n òî÷êàìè. Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìåðîé Ïëàíøåðåëÿ?
Áîëåå ïîäðîáíûé âîïðîñ: êàêîâà ýòà ìåðà äëÿ òîãî èëè èíîãî
êëàññà ïîñåòîâ äàííîãî êîìáèíàòîðíîãî òèïà. Íàïðèìåð,
ïîñåòû, ÿâëÿþùèåñÿ äèàãðàììàìè çàäàííîãî âèäà �
ìíîãîìåðíûå äèàãðàììû Þíãà è ò.ä. Â ýòîì ñëó÷àå âîïðñî
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